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现代 变 分 原理 是 利用 变 分 问题 来 描 膛 力学 、 物 理 、 工 程 范畴 
中 的 现象 的 理论 性 学 村 。 近 30 年 来 , 变 分 原理 得 到 了 迅速 的 发 展 ， 
特别 是 离散 方法 的 进展 ， 如 有 限 元 法 、 边 界 元 法 、 变 分 方法 、 广 
义 徊 略 金 方 法 等 对 变 分 原理 的 发 展 产 生 了 深刻 的 影响 ， 以 至 于 形 
成 系统 完整 的 现代 变 分 原理 学 科 。 相 辅 相 成， 现代 变 分 原理 的 发 
展 也 促进 了 力学 、 物 理 和 数学 中 的 某 此 分支 学 科 的 发 展 。 

现代 变 分 原理 是 以 积分 形式 的 数学 模型 来 描述 力学 、 物 理 、 
工程 中 的 现象 ， 与 模 述 同一 现象 的 微分 形式 的 数学 模型 县 有 同等 
的 重要 总 义 。 现 代 灾 分 原理 为 各 类 离散 方法 ， 以 及 开拓 新 的 离 肯 
方法 提供 了 系统 的 理论 基础， 也 为 探讨 解决 汪 代 工程 结构 中 的 疑 
难 问 题 提 供 了 理论 基站 。 

当代 变 分 原理 研究 的 焦点 集中 在 广义 变 分 原理 的 研究 与 应 
用 ， 人 和 修正 变 分 原理 的 研究 与 应 用 ， 可 动 边 界 变 分 问题 的 理论 研究 
与 应 用 ， 自 适应 有 限 元 与 边界 元 法 的 误差 分 析 的 研究 与 应 用 ， 非 
结构 领域 中 的 变 分 问题 的 理论 研究 与 上 应用， 以 及 离散 方法 统一 理 
论 的 研究 与 应 用 。 

本 书 的 内 容 正 是 针对 上 述 的 现代 变 分 原理 的 核心 内 容 ， 结 合 
作 潮 多 年 来 的 研究 成 果 进 行 了 系统 的 沦 述 。 第 1 一 3 章 对 固体 力 
学 、 数 学 中 的 灾 分 法 、 古 洪 变 分 原理 进行 了 概述 。 第 四 沼 论 述 了 
广义 变 分 原理 。 基 于 银 能 密度 与 余 能 密度 的 新 的 表示 A 0 XX 
上 ， 根 据 变 分 条 件 、 灾 分 约束 条 件 及 一 般 约束 条 件 之 间 的 匹配 原 
理 ， 利 用 拉 氏 科 子 法 建 诗 了 三 类 变量 瑶 数 的 广义 变 分 原理 。 然 后 
利用 规 一 化 方法 ， 从 三 类 赛 量 函 数 的 广义 变 分 原理 中 ， 眠 寻 出 一 


系列 新 型 的 变 分 原理 ， 又 导出 已 有 的 变 分 原理 。 第 五 章 论 述 了 修 
正 蛮 分 原理 。 第 公章 为 可 动 边 界 变 分 问题 的 论述 。 这 一 齐 为 解决 
接触 问题 、 弹 椰 性 问题 、 断 裂 分 析 问 题 、 自 这 应 有 限 元 边界 元 的 
误差 分 析 等 提供 了 理论 依据 。 第 七 一 八 章 为 可 动 边 界 变 分 问题 在 
离散 分 析 与 断 列 分 析 中 的 应 用 。 第 九 章 论 还 了 具有 模糊 因子 的 加 
权 变 分 原理 。 这 些 原理 是 档 述 工程 结构 问题 的 最 广泛 的 统一 形式 
的 数学 模型 ， 为 编制 大 型 通用 系统 软件 提供 了 理论 依据 。 同 时 ， 
在 数值 分 析 过 程 中 ， 通 过 不 断 改 进 数 学 模型 的 表达 式 ， 改 进 解 的 
精度 可 达到 理想 的 逼近 解 。 

最 后 ， 向 闷 读 部 分 原稿 并 旬 出 许多 宝贵 意见 的 山东 建筑 工程 
学 院 院 长 姚 传 得 教授 ， 以 及 在 编辑 过 牌 中 提出 许多 宝贵 塌 见 的 周 
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第 一 章 固体 力学 概述 


81.] BE 述 


FERS SEEDEERIT, FERI, WOXERRGUE. WR 
应 力 、 应 变 、 位 移 之 间 的 客观 规律 ， 形 成 了 同体 力学 的 基本 理论 
方面 的 内 容 ， 应 用 这 些 基 杰 理 论 去 解决 有 关 工程 结构 中 的 实际 问 
题 ， 形 成 了 固体 力学 应 用 方面 的 内 容 。 这 些 国 体力 学 范畴 内 的 问 
题 ， 可 以 化 为 微分 方程 的 边 值 问题 来 措 述 和 解决 ， 亦 可 在 某 些 条 
件 下 化 成 与 之 等 价 的 泛 沙 的 变 分 问题 来 描述 和 解决 。 就 固体 力学 
而 言 ， 这 种 等 价 的 变换 是 存在 的 。 在 解决 妈 体 力学 范 睹 内 的 问题 
时， 用 求解 微分 方程 边 值 问题 的 方法 去 处 理 问 题 ， 往 往 会 遇 到 较 
多 的 员 难 ， 慌 化 为 与 之 等 价 的 泛 函 的 变 分 问题 、 用 各 种 不 周 的 近 
似 方法 去 解决 加 体力 学 范 厂 内 的 问题 ， 常 常 是 方便 的 。 当 前 由 于 
经 济 发 展 的 需要 与 计算 技术 的 迅速 发 展 ， 促 使 了 四 体力 学 中 的 变 
分 原理 的 蓬勃 发 展 。 

为 了 分 析 、 研 究 、 建 立 和 应 用 固体 力学 中 的 变 分 原理 ， 本 章 
概括 介绍 在 解决 因 体 力学 范畴 内 的 问题 时 ， 待 解 丽 数 (应 力 函 数 、 
应 变 函 数 、 位 移 函 数 ) 永 满 足 的 微分 方程 与 边民 条 件 。 这 些 方程 
可 分 为 四 类 ， 其 一 是 平衡 方程 其 二 是 应力 应 变 关系 式 ， 其 三 是 
应 变 位 移 关 系 式 ， 其 四 是 边界 条 件 ， 包 括 已 知 的 力 的 边界 条 件 和 
已 知 的 位 移 边界 条 件 。 

为 了 方 使 ， 采 用 卡 氏 张 量 符 号 表示 风 体 力学 中 的 物理 量 与 几 
何 量 。 

回 体 笨 系 记 为 VY， 其 边界 记 为 9 二 S1 十 $s; 在 整体 边界 Si 上 


TW: CLUBS JE 87] Pi; TECEHGUFRS, EELE in 
卡 氏 坐标 系 记 为 O (xi,i—1,2,3), 
应 力 分 量 记 为 ct Gi,j=1 ,2:3)5 
应 变 分 量 记 为 em 
有 限 变 形 的 应 变 分 量 记 为 ery; 
位 移 分 量 记 为 :3 
体积 应 变 记 为 &11 二 811 Eer HE 这 里 符号 ij 是 哑 标 符号 
在 园 一 项 中 的 足 标 符号 相同 由， 表示 该 符号 的 数 从 1 到 3 求 和 。 
平均 应 力 分 量 记 为 
aep 一 于 (ciat 二 aas 十 rd) 一 二 ae 
平均 应 变 分 量 记 为 
eam (eiten tess) = £i 


应 力 偏 张 量 分 量 记 为 4 0:705 pbi 
应 变 偏 张 量 分 量 记 为 ed men LI Dus Robb 为 克 医 符号 
(Kronecker 符 号 )， 定 义 为 


d: = i m : 
0 i>) 
应 为 速度 分 量 记 为 04 
应 变速 度 分 量 记 为 811!/，éij3 
位 移 速度 分 量 记 为 &s 
图 体 密度 记 为 op (单位 体积 的 质量 )s 
因 体 的 单位 体积 的 体积 力 记 为 F:s 
整体 边界 $ 一 S: 十 S: 的 外 法 线 的 方向 余弦 记 为 1j; 
poe el E; 
EXE ` 
3j ont ia G; 
拉 梅 系数 记 为 


^. 2 W 


== E 2 = — vE Š 
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[2d | 
+ 
* 
x 
~ 
一 
| 
[os] 
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| 
T= ygi) (G; —083)? L (g aa —011)? 


+6 (š +odt+ost) Jt 
= y [Gi1— tr)? b (22 mtaa)? t (es —0110)* 
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下 面 简要 介绍 求解 问 体 力学 问题 时 所 需 的 基本 方程， 详细 内 
容 请 参阅 文献 [1 一 17]。 


81.2 弹性 力学 


1.2.1 弹性 力学 的 基本 方程 

在 边界 S11 上 作用 着 已 知 表面 力 ， 在 边界 5S 上 的 已 知 位 移 ¥; 
和 具有 已 知 的 体积 力 亚 ;的 固体 体系 ， 处 于 弹性 静 力 平衡 状态 时 ， 
待 解 函数 《应 力 函 数 、 应 变 函 数 、 位 移 逊 数 ) 应 满足 下 面 四 类 基 
本 方程 : 

M 平衡 方程 f : ! 

ci 十 而 :一 0 ` (V) (1.1) 
(2) 应 变 位 移 关 系 式 


= dui .9u; - d L 
gu = EE 2 一 s: (odu, (V) (1.2) 


dui 
式 中 Pt ue 
(3) 应 力 应 次 关系 式 
应 变 表 示 应 力 为 


eum Ee, pOij 2Ge1; (V) (1.3) 


或 为 
frij—dijt; Ek = Q 
应 力 表示 应 变 为 
或 为 eum mau omi, (V) Q.0 


£ij—bijsiT ki = 0 

H Hadir bir ARERR 有 
人 1 一半 
bizet bii biu biis 


= 
[ id (i,j, kl 1,2,3) 


RE Dim — 612 = N 
lo ijma 


对 于 各 向 异性 弹性 体 而 言 ， 有 21 个 弹性 常数 ， 对 于 各 奖 同 性 弹性 
体 而 言 ， 仪 有 两 个 独立 弹性 常数 。 i 
)V J w sË 32 #& zÑ BF uy 5 2J 


gi 9A (6 ag (V) (1.5) 
g£ij 

各 eii C) ug (V) (1.6) 
GG ij 


其 中 A(sj) 为 弹 你 体 的 势能 密度 ，B(o:;) 为 弹性 体 的 余 能 窗 度 。 
(4) 边界 条件 
E AUT) 38 E 2& fl: 2 
cijl— Pi=0 (S) (1.7) 
已 知 位 移 边 界 条 件 为 
uiui (S,) (1.8) 
满足 上 上 述 四 类 基本 方程 的 待 解 函 数 是 唯一 的 (刚体 位 移 除 
外 ), 称 为 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 
* 4 ` 


-一 -一 ——Isc nA AarWWAAZYZGRIAY€IzI ama n mr r 


1.2. Rk Akh ega 
ak Hz bk S P AE TU BOR SEE SES. WAA, SEES 
WREN 


AG) |.  osnderr=haisiresen (1.9) 
S&H PR EL Fr FS Ba l: BO J: AT 
Blos)—| efiam dbi um 0.10) 
E PE Ska SJ: E RIE E E A UTR, OU Ir EAK: OU 
A(ei)) 3 B(o i) vien (L.11) 


在 ci 一 atjtlgst=0 成 立时 ， 阅 性 势能 密度 可 表示 为 
Alei) motu Bir) 9 ae (1.123) 
TEeis— bijna ki OW ALT, UE AERE V PE nf KRA 


B(oij) Soie 7 AG) 3 bio: vi (1. 13) 


$1.8 有 限 变 形 弹性 力学 


1.3.1 有 限 变 形 弹性 力学 的 基本 方程 

这 里 采用 拉 娩 谓 日 坐标 系 来 描述 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 。 

当 男 体 处 于 静 力 的 弹性 有 隅 变形 状态 时 ， 待 解 甬 数 应 满足 下 

面 四 类 基本 方程 : 

(1) 平衡 方程 

考虑 到 单元 体 玫 而 面积 变形 的 影响 ， 有 了 上限 变 形 的 平衡 方程 为 
[ois lârit tr) | Fs=0 (V) (i.14) 

(2) 应 变 位 移 关系 式 


e 


考虑 到 非 线性 的 影响 ， 有 限 变 形 的 应 变 位 移 关 系 式 为 
et DG ; rus itus ileg) (V} (1.15) 


G) 应 力 应 变 关系 式 
假定 变形 过 程 中 是 等 温 过 程 ， 并 且 变 形状 态 不 依赖 于 加 载 过 


程 。 
假定 用 应 变形 示 应 力 的 函数 为 l I 
I 0 i470 cesi) (V) (1.16) 
若 goi; daxi (1.17) 
Jerr Beis Š 
成 立 ， 一 证 存在 势能 密度 A(er)。 定义 
gie - 95100) =o (V) (1.18) 
UE RJ DE CON 
eij7 eia ri) (V) (1.189) 
k gei _ Aert 
% dan Ji A 
成 立 ， 则 存在 余 能 密度 B(oiy)。 定 义 
ei;— -B(o«) 0 | (V) (1.20 
(4) 边界 条 件 
已 知 力 的 边界 条 件 为 | 
oi (6siF us dl — P | =0 (S1) (1.22) 
饼 知 位 移 边界 条 件 为 
| ui—ui-—O (S,) (1.23) 


满足 上 述 基 本 方 BE EHE IO I ORE 性 力学 问题 的 真实 
解 。 


1.3.2 PBATYRBARER 
由 {1.18) 式 可 知 ， 有限 变形 弹性 体 的 势能 密度 为 


» 6 a 


dA(eiz)=0 rider: (1.24) 
ERBAA, TERU TO ABC E H M 
项 


91j77 Gi jkiEki (1.25) 
将 此 式 代入 (1.24) 式 积分 可 求 得 
A(e:;) = [A acnieidenm Eacnieen (1.26) 
0 2 


即 为 小 应 变 时 ， 有 限 变形 弹性 体 的 势能 窗 度 。 
由 (1.21) 式 可 知 ， 有 限 变 形 弹 性 体 的 余 能 密度 为 
dB(o :;)— exido si (1.27) 
. 当 应 变 eij 较 小 时 ， 可 略 夫 (1.19) 式 展 为 震级 数 的 高 附 项 ， 仅 
取 应 力 应 变 线 性 关系 41.25) 式 ， 其 道 关系 为 
ei; — bisgiU ki (1.28) 
将 此 起 代入 (1.27) 式 ， 积 分 后 可 得 


T. ñ 
BG). "buic ridar: 
_ l 
= bro uon (1.29) 


fair 有 限 变形 弹性 体 等 效 余 能 窗 
BEAT 81 


B, scu) m bun ume s ueris ang (1.30) 


$1.4 ”塑性 力学 的 形变 理论 


1.4.1 形变 理论 的 基本 方程 


塑性 力学 的 形变 理论 不 能 准确 的 描述 男 体 处 于 塑性 状态 的 塑 
性 性 质 ， 得 是 由 于 它 具 有 运算 人 简单， 应 用 方便 等 令 点 ， 所 以 经 常 
EOD E 


被 应 用 于 实际 问题 之 中 。 对 于 静 力 学 问题 ， 在 满足 简单 加 载 和 届 
了 服 条 件 下 ， 问 体 处 于 塑性 状态 时 ， 待 解 函数 应 满足 下 面 塑性 形变 
理论 的 基本 方程， 
《1) FENE 
art 十 而 ;一 D (V) (1.31) 
(2) 应 变 位 移 关 系 式 
ei T (ui lai) (V) (Q.32) 


(3) 应 力 应 变 关 系 式 
当 采 用 应 变 表 示 应 力 人 时， 假定 应 力 应 变 关系 式 为 
Tw Oi =G (Eki) (V) (1.33) 
(i,j.k.1=1,2,3) 


或 定义 为 
cu c0 (1.34) 
AT£ Tc UG 35 3 78 FE y OL 33) SR Bac; Sj ee o LI RL 
uot (i,j,k,l—1,2,3) (1.35) 
的 条 件 。 l 
妆 采 用 应 力 玫 示 应 变 时 ， 假 定 应 力 应 变 关 系 式 为 | | 
£ij77 exj(O 91) (V) (1.36) 
(1,j,k,l—1,2,3) 
KELK 
eu— SÈ m0 (V) (1.37) 
呈 存 在 的 充 要 条 件 是 方程 (1,.36) 式 中 的 si 与 ce 必须 满足 
5 (i,j,k,1=1,2,3) (1.38) 
ett. 


(4) 边界 条 件 


"8^ 


E UJ 18 X826 P DS 
g l; — P =0 (Si) (1.39) 

已 知 位 移 边界 条 件 为 
Wii) (S.) (1.40) 


1.442 应 力 应变 关 系 类 型 

上 上 述 应 力 应 恋 关 系 是 一 般 拇 形式 ， 下 面 介绍 几 种 具体 的 点 力 
应 变 关 系 式 。 

1. HUARERE 

满足 应 力 应 变 关 系 


ci == T, (1.41) 
HECA. BO EE m ve. 
由 (1.41) 式 有 
zet (1.42) 
其 中 
P3—26 se! ,, Td =e del, (1.43) 
z= cimi, XdX—]c,de/, (:.44) 


全 与 站 为 单 值 连 绪 函数 ， 且 有 
x=X(T) (1.45) x 

或 一 下 (3) (1.46) 

如 图 1-! 所 示 。 了 与 工 的 关系 式 可 

用 简单 拉 伸 或 篇 单 剪 切 实验 的 综 


REGE. 
由 上 上 述 结 果 ， 方 程 (1.41) 式 | | 
可 改写 为 E F 
4 TED, (1.47) Bia XVR 


` 9 . 


这 是 用 应 变 表 示 应 力 的 应 力 壤 变 关系 式 。 或 
ej mU, | (1.48) 


这 是 用 应 力 表 示 应 变 的 应 力 应 变 关 系 式 。 
方程 (1 .47) 式 与 (1.48) 式 各 含 6 个 方程 ， 但 其 中 仅 有 5 个 是 独 
立 的 ， 为 此 须 加 上 附加 条 件 ， 即 


E 
Tao p 一 roi ep (1.48) 


此 式 说 明 塑 性 变形 不 产生 体积 变化 。 
根据 方程 (1.47) 式 与 (1,48) 式 ， 求 得 市 切 模 量 理论 的 势能 密 
度 为 | 


A= | EUA ze (1:50) 


2 zü-2)" 
余 能 密度 为 | 
i B-['r»ax« X et (1.51) 


2. 理想 塑性 材料 〈Hencky 材 料 ) 

当 届 跟 条 件 采 用 Mises 条 件 时 ， 则 割 切 模 量 理论 的 应 力 应 变 
关系 式 变 为 Hencky 的 应 力 应 变 关系 式 。 当 <M 2 bmp, MKR 
产生 弹性 变形 ， 当 Z=./ 2 时， 固体 产生 塑性 流动 ，k 为 纯 前 时 
的 届 服 限 。 


理想 塑性 材料 的 势能 密度 为 | 
A-GDH SG AE yi» TST) (1.52) 
或 A=G1 Maa yit? k=), TP2I (0.53) 


理想 塑性 材料 的 余 能 密度 为 


3(1—2v 
243C 2Ẹ RR 


1 : 
B=;G > E< 2k (1,54) 
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或 B=;G k° PU Oet X-2k ` (1.55) 
理想 塑性 材料 的 三 -三 关系， 如 图 
1~2 所 示 。 
Bi. 24). (1.52) 880(1.5325X, 


得 
Tii =le; H pjE rÂ» 
r&r, (1.56) $ f r 
/ 
vum Pha rn Rm. y ee natas 回 1-2 Z-VERA 
i (1.57) 
Hi.3:). (1.54) ffl(1.55)5X,. (E 
AR Tiat p 0e rðis K<. k (1.58) 
esmiyor po Tertit Xo Ek (1.59) 
其 中 4 为 正 什 未定 标 量 。 x 
HEE- E E E es 
这 里 介绍 Hencky 材料 的 一 
种 特 列 情 视 。 假 定 
(1) E-»eo, G—co, EI mi vas 
去 弹性 变形 - 
(2) pk c Ub F ER HR AK : 
5; B13 STAJ 
(3) HIARI 38, Blei0. 
这 时 瑟 - 栈 关系 如 图 1~3 计 未， 于 是 应 力 应 变 关 系 式 为 
3k 
AL Ei 1.6 
FEIT AP £156 1 í ( 20 


. Íi > 


理想 刚 病 往 材料 的 势能 密度 为 : 
A=. 2 kT (1.61) 


理 起 刚 塑 性 材料 的 余 能 密度 为 


B=0 : (1.62) 


81.5 ”塑性 力学 的 流动 理论 


1.5.1 流动 理论 的 基本 方程 

在 园 体 贿 部 开始 出 钢 塑性 区 时 ， 在 塑性 区 时 应 变 不 仅 取 决 于 
最 终 的 过 力 状 态 ， 而 且 还 与 吉 载 过 程 有 关 ， 因 此 塑 件 力学 中 的 应 
力 应 变 关 系 应 是 度 力 增 量 与 应 变 增 量 之 间 的 关系 。 由 应 力 增 量 与 
应 变 增 量 形 成 的 塑性 理论 中流 动 理论 《或 呀 增 景 理论 )。 

采用 欧 拉 方 注 描 述 塑 引流 动 理论 问题 的 所 法 是 ， 假 定 在 某 叙 
时 EE， 国 体 让 于 欧 力 平 后 状态 时 ， 己 知 同 体内 部 各 点 的 应 力 状 
态 及 其 加 载 路 线 ， 叉 假定 在 瞬时 t 十 dt 时 ， 在 辣 体 的 整体 边界 SI 
上 了 局 知 外 力 增 量 为 6 五 5 在 固体 前 整体 边界 S: 上 已 知 位 移 增 量 为 
daz。 这 时 的 待 解 浮 数 〔 频 力 增 量 、 应 变 增 量 、 位 移 增 EB py W 
足下 面 的 流动 理论 的 基本 方程 。 在 给 定 的 边界 条 件 下 ， 只 要 求 出 
流动 理论 的 基本 方程 ， 风 可 求 得 待 解 函 数 。 这 时 的 待 解 函数 就 时 
泌 性 流动 理论 问题 的 真实 解 ， 以 后 为 了 叙述 简便 有 时 拒 增 至 二 字 
略 去 。 

塑性 流动 理论 的 四 类 基本 方程 : 

(1) 平衡 方程 


do i;,;—0 : (V) (1.63) 
(2) 应 变 位 移 增 量 关系 涉 
des 7 (dus duis) (V) (1.64) 


(3) 应力 应 变 增 量 线性 关系 式 
采用 应 变 增 量 均 示 频 力 增 量 的 关系 式 为 


do ;7- do ij( desi) (V) (1.65) 

或 定义 为 
9A(d ; 
do? AED (V) (1.66) 
采用 应 力 增 量 表示 应变 增 量 的 关系 式 为 

det 一 qeiifdoxD (V) (1.67) 

或 定义 为 
PEELICUDAE 
der a(do 5) 0 (V) (1.68) 


这 里 Alde 志 ) 为 风 体 的 势能 增 量 密 度 ，B(do;;) 为 余 能 增 芋 密度 。 
具有 在 确定 了 应 力 这 变 增 量 关系 式 的 具体 形式 之 后 ， 才 能 求 得 A 


与 8 的 具体 形式 。 
(4) 边界 条 件 
已 知 力 的 边界 条 件 为 
duisl;—dP;=0 (Si) (1.69) 
已 知 位 移 边 界 条 件 为 
du: — du;=0 (Sa) (1.10) 


下 面 介 绍 儿 种 应 力 应 变 增 量 关系 式 的 具体 形式 。 
1.5.2 硬化 材料 


应 变 增 量 dei 可 分 解 为 弹性 应 变 增 芋 desy 和 塑性 应 变 增 Rt 
dej ys 故 有 


dei; — dei, del, (1.71) 
qi IL EDBLBS y 79 V 2398 BERG 
det Lar (1.72) 


Ehh, fol BU ble fa EB Par, MUR 


dei; 7 "do, 50: t do ralis d LO 


起 中 a 的 取 秆 次 

(1) 在 加载 过 程 ， 

fio) =c, Rdf2>2038F, a1; 

(2) 在 中 性 或 刊载 过 程 : 

Mfl ARFS, Bd, a=, 
其 中 c 表 示 厂 化 最 终 状 态 的 参数 ， 其 值 随 场 所 而 安 ， 是 预先 指 定 
的 。 

H (1. 73) XR] OR ER DEOR AR yÑ H 


2G 


E 
deu 一 3y) dec ndis 


af ， af 
(artt oos 
1 af af 


toleria 
2Gh doms Goma 


(1.74) 


式 中 a 的 收 值 为 
(1) TERI E DER 
af dez: 0B], a= 


f M f(r) =c, B Bor 

OE TI TIT E 

* flou) «e Xx fu) me, B Ži- dencon, a0, 
”对 应 于 上 述 应 力 应 变 增 尖 关 系 ， 其 健 化 材料 的 势能 增生 密度 
为 f f 


Alde) m gi y (deos)? 
af 
al 4 ~- der: 
ra fei ais oos ) | (1.75): 
2Gh IT mn IO mn 
余 能 增 重 密度 为 
» j4 


Oo op rr 


ee 


Bid) 30 729) (doep)? 9943021141 ahk(ap)* i 


(1.76) 
其 中 
do, = Ldoii, dam de 
01.5.8. 理想 塑性 材料 
方程 (1 .72) 式 中 的 h=1/p， 忆 
lim 2 —àa Od 
£72, ? 


其 中 8 ERG dA FEAT ER. TUE. ME HEA E RA E 
变 赠 草 的 关系 式 为 
den= 1 2* do, + era PE qA © (1.18) 
其 中 a 取信 为 
. (1) few)=e, Hdf=0n0, a=1; 
(2) Flon) los) =c, Hdf-con], a=0, 
方程 (1.78) 式 的 闭关 夭 为 


do u= =, a nOiy 


PA s. 


2 “aF cul | (1.79) 


OC n, ED PS 
其 中 a 取信 为 


G) X f(ei)me, B ^l 


3 
> 1 I = 
8g, 667088 a=l; 


(2) 8 Flan) ce K f(oi )=0, H. A- deucon, PESTUN 
d&U DEDE, ARA PEA E E TR GENE BL ka Ri REGEL B£ se 
* 15 . 


度 。 凑 势能 增 量 密度 为 


3E 
uim. i 
A(de 3i gg) de » f . 
a [s des) 
+G | dej dei ,— P af i (1.80) 
QO my dO mj 
# 8654 ER UC PE D 
[一 2 sdo; i 
B(do: 一 3 >E D (der, p)? -+ Ed 3 (1.81) 


1.5.4 RAAHAA 


对 理想 蜀 塑性 材料 而 言 ， 假 定 | 
(a) MBN Jody Eak AE Cb) 材料 不 可 压缩 ， 即 eg 一 
(c) 同体 全 域 处 于 塑性 状态 。 在 这 样 的 条 件 下 ， 待 解 量 数 应 满足 
下 面 的 基本 方程 ， 

G) PRHE 


Gij,j70 (V) (1.82) 
5 gi RE (V) (1.83) 
(2) 应 变 位 移 速 嵌 关 
ë: |= TR iss) (V) (1.84) 
(3) BU ENCEREHEX 
i= T4; (a= 22) (V) (1.85) 


Cs mi; Gy = 2k, Root; 6; =0.) 
à1, —0 (V) (1.86) 
Qol,ol- 2k, Hol,z1,;—2R', Hei.) 
由 (1.85) 式 ， 可 得 
eu Hos 01,47 A (2k?) 
所 以 
= 16 >» 


u? o bu y/2k? 
Ht 4838) 3: FEE SEHE SS Z JJ WJ I 7S 
, — 2k 


PUT dada i (V) (1.87) 
(4) 边界 条 件 
已 知 力 的 进 界 条 作为 

Gil 一 五 :一 0 (S1) (1.88) 
已 知 位 移 边 界 条 华为 

家 i 一 站! 二 0 (S.) (1.88) 
. (5) BREN BOE 
EX 

2AG(6.)..... — (1.90) 


将 (1.90) 式 积分 ， 可 得 
AG) [oi deum Ti Ea (1.91) 


满足 上 述 基 本 方程 的 待 解 函数 为 理想 刚 塑 性 材料 问题 的 真实 
解 。 


31.6 W G= XB ib 


1.6.1 娇 变 流动 理论 的 基本 方程 


国体 处 于 不 变 荷 载 作 用 下 ， 应 变 随 时 间 的 延续 而 不 断 增 加 的 
现象 称 为 删 变 ， 如 金属 、 雁 等 回 体 材料 都 具有 些 特性。 在 高 温 条 
件 下 工作 的 固体 构件 〈 或 结构 ) 具有 了 明显 的 娇 变 现象 。 

同体 处 于 稳定 蠕 宰 状态 时 ， 待 解 函 数 应 满足 下 而 基本 方程 ， 

(1) 平衡 方程 

cio; FF = 0 (V) (1.92) 
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(2) 应 变 位 移 速度 关系 欧 u 
T l sias) (V) (1.93) 


(3) 应 力 应 变速 度 关系 式 
采用 应 变速 度 表示 应 力 的 关系 式 为 


01,;—2g(H)à8:;—0 | (V) (1.94) 
或 定义 为 

oip?) ro (V) (1.98) 

£4— V fK)ot,-0 (V) (1.96) 

uis Prius : (V) (1.99) 
其 中 


H-oT", T-oH* CM a=o-*) 


o=3 2o f(T)-oT"-1, g(H)-oH*-1 
Apo RAER y r OERO mos MEERE (53 
FOARE BRRR BANCEBUCHANGREH, 
(4) XU AR E 
E51 71 8035 9 AEN 


cul; P = r (S,) (1.98) 
已 知 位 称 边 界 条 件 为 f 
di—uic0 | (Sa) (1.99) 
(5) HFH f 
不 可 压缩 条 件 为 
ë=, (= 0 (1.100) 


(6) SMS WE 
* 18 ° 


AG) |"! c das" 2g( H)eé deis 
- l'aunman- J'sran- H'** (1.101) 


(RAER RE 


+g 


"i 
B(z = [ do nas Du f (T)o| dol; 
= rmDrar=|. of"dT 
=l. gp" (1.102) 


itm T 


(8) 互补 条 件 


势能 举 密 度 与 余 能 率 密 
上 度 都 具有 互补 性 质 。 其 互补 
条 件 为 


Ad B-—TH (1.103) 0 H 
如 图 1~4 所 示 。 图 1-4 T.H 


1.6.2 有 限 变 形 蠕 变 流 动 理论 的 基本 方程 

待 解 函数 应 满足 下 面 有 限 变 形 稳 定 蠕 变 流 动 理 论 的 基本 方 
f: 

(1) 平衡 方程 f I 
[o c (oibus); 3 R=0 (V) (1.104) 
(2) 应 变 位 移 速 度 关系 


ér- (Ry) (V)(1.105) 


(3) 应 力 应 变速 度 关系 
深 用 应 变速 庶 表 示 应 力 偏 量 的 关系 式 为 
0,,—2g(H)éi;—0 (V) (1.106) 


= 19 e 


或 定义 为 


EPA (V) (1.107) 
3E FILE 73 ffi REOR T E EBEN 
¿u= P fet 0 (V) (1.102) 
或 定义 为 
bu =) (V) (1.109) 


其 中 4 为 势能 率 密 度 : 了 为 余 能 率 密 度 。 
(4) 边界 条 件 


已 知 力 的 边界 条 件 为 
ois(Orst urs)ls— P= (S,) (1.110) 

已 知 位 移 边 界 条 件 为 
&i— dicm (Sç) (1.111) 


(5) 附加 条 件 
Asa] E 38 2 # 35 : 
ë =0 (1.112) 
这 里 略 去 了 伸 长 度 的 乘积 项 '? 1。 

(6) 势能 率 密度 4(eiy) 与 余 能 率 密度 Bfcii) 


AG )2 o adieu | oH"aH = SH (1.113) 


B(ij) m endou=[ Tapa ro” (1.114) 
今后 为 了 方便 ， 将 势能 率 密度 与 余 能 率 密 度 简 号 为 势能 密度 
与 余 能 密度 。 
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第 二 章 变 分 法 简介 


$2.1 概 述 


变 分 法 是 研究 求解 泛 函 极 值 〈 航 大 和 极 小 ) 的 方法 ， 所 谓 变 
分 问题 就 是 求 泛 函 的 极 值 问 题 。 因 为 多 数 情 况 是 研究 泛 函 的 驻 值 
问题 ,所 以 有 的 著作 亦 把 求 泛 函 驻 值 问 题 叫 作 变 分 问题 ,所 谓 泛 函 
系 指 对 应 于 某 一 类 变量 函数 了 (x) 中 的 每 个 沙 数 y(x)， 有 一 个 
J(y(x)) 的 值 与 之 对 应 ， 这 个 变量 J(y(x)) 是 取决 于 变量 函数 
Y(x) 的 泛 通 。 泛 函 是 变量 与 函数 之 间 的 关系 。 泛 函 的 定 义 域 是 
变量 函数 组 成 的 一 个 集合 或 空间 。 

如 弹性 势能 
nea laimererdy 


是 取决 于 变量 函数 ety 的 泛 函 。 
2.1.1 著名 的 变 分 问题 
变 分 学 的 发 展 与 下 面 3 个 变 分 间 题 


的 发 展 有 密切 关系 。 » 
1. 最速 隆 线 问 题 Aix) 
wA, RETER ER pix, y) 
上 的 两 点 4 与 BERRE BR, M ~ 


BJ 


点 P 在 重力 作用 下 ， 沿 曲线 由 À 点 自 

由 滑落 到 B 点 《 略 去 摩 掠影 响 ) 完成 

滑落 过 程序 需 时 间 与 4B 曲 线 的 不 同 

面 易 ， 求 沿 什么 样 的 曲线 滑落 所 需 时 E2-1 最 速 降 线 问题 
。22 。 


加 最 少 ? 这 是 一 个 无 变 分 约 训 条 件 的 变 分 问题 。 
变 分 问题 的 数学 描述 ， 
在 满足 y=y (xi), y—yiGu 09 gie cp, WI 4 E 
Hoy Gs, nmn Kun 
TO= POIs (2.1) 
实现 最 小 值 (AEH dn E E). 
2， 等 周 问题 
求 给 定 长 度 的 封 亲临 线 !， 使 曲线 所 围 的 面积 S 最 大 。 这 是 具 
有 变 分 约束 条 件 的 变 分 问题 。 
^ 变 分 问题 的 数学 撒 述 : 
在 满足 x(t1) 二 x(t,)， y(t1) 二 y(ts) 和 变 分 约束 条 件 
L-[ i) *(2) e (2.2) 
的 容许 函数 x( 蕊 ，?y(t) 中 ， 选 取 一 组 变量 函数 ， 使 泛 函 
s= [4245-1 : (a (2.3) 
为 最 大 信 。 ° | 
3 WEROM 
如 图 2-2 所 示 ， 设 在 已 知 
9(x*yys) 一 0 的 曲面 上 ， 给 定 
两 点 4 与 B， 求 两 点 间 长 度 为 
最 短 的 曲线 。 这 是 具有 变 分 约 
束 条 件 的 变 分 问题 。 x 
变 分 问题 的 数学 描述 : 
在 满足 p(xyyys) 一 0 的 容 
VF XE y(x),a(x), 选取 一 
-组 变量 函数 ， 使 泛 函 E2-2 ig EADEM 


Le [^ae 24 at) tax (2.4) 


. 23 < 


为 最 小 值 。 
2.1.2 ;%š AGE 


1. izdEX 
如 果 对 某 一 类 变量 函数 Y(x) 中 的 每 一 个 变量 函数 y(x), 有 一 
个 J 的 值 与 之 对 应 ， 这 个 变量 ] 称 为 依赖 于 变量 函数 y(x) 的 泛 函 ， 
记 为 I= 二 J(y(x))。 
2. LEESE 
泛 函 的 变量 函数 的 变 分 系 指 两 个 变量 函数 之 间 很 小 的 疏 变 
量 ， 记 为 5y 二 y1《x) 一 y《x)。 这 里 假定 y(x) 是 在 某 一 通 数 类 《〈 容 
许 函数 ) 中 任意 的 政变 。 所 谓 很 小 的 改变 量 系 描 变 量 画 数 y(x) 与 
y1《x) 的 接近 程度 。 
当 8y=y1(x) 一 y(x) 的 模 很 小 时 ， 称 y(x) 与 y1(x) 有 和 零 阶 接 
近 度 。 当 下 面 谱 寞 都 很 小 时 ， 
dy=y1(x)—y(x) 
6y'=y1(x)—y' (x) 
Pyl) y C) 有 一 人 阶 接 近 度 。 当 下 面 诸 模 都 很 小 时 ， 
8y=yƏ (x)—y(x) 
8y'=y)(x)—y' (x) 
By m yr() — y" (x) 
称 y(x) 与 7y1(x) 有 k 阶 接近 度 。 
.变量 函数 y(x) 的 变 分 是 x 的 函数 ， 这 个 函数 可 以 进行 若干 次 
微分 ， 则 有 
(èy) =y; (x)—y (x) 26y' 
LM EUR y Tus öy” 


(itas ie ys y" 


` 24 ° 


5， 膛 函 的 连续 性 

如 果 对 于 任意 一 个 正 数 :， 可 以 找到 一 个 对 应 的 £， 当 
Ix) —»« GO | «€ 
I»'(x)— yal) <E 


bt T yt EN «t 
时 ， 使 泛 函 1J(y(xz)) 一 J(yo(z))|<s， 就 认为 泛 函 Jo(Cz)) 在 
3 二 yo (x) 处 是 k 阶 接近 的 连续 沁 括 。 
4. REZA 
泛 函 J(y(x)) 满 足 
J(cy(x))=cJ(y(x)) 
J(yi(x)+y,(z))=J(y (z))+J(y;.(<)) 
条 件 时 ， 称 J(y(x)) 为 线性 泛 函 。 
5. 活 孟 的 变 分 
dp A IE n 
AJ —J(y (x) 83) —JCy(x)) 
可 以 写 为 线性 质 与 非 线性 项 ， 则 有 
AJ=J(y(x),8y) +N(y(x),5y). max |5y| 


当 max|8y| 下 0 时 ，N(y(x),6y)->0， 则 泛 函 的 增 量 中 对 于 òy ifi 
言 的 线性 项 J(y(z),57)， 称 为 泛 函 的 变 分 ， 记 为 
$J—J(y(),8y) 
泛 函 变 分 另外 鸭 定 义 ， 
次 变量 函数 类 用 参数 表示 为 y(x,a) 二 We) aby 则 泛 函 变 
分 定义 为 


"T J(x)aby)| (2.5) 


BPZ pA ERI RE 4 XE Oy T P RUE HEURE RATE, Anna [07-1]. 
+. 25 。 


6， 泛 函 极 值 问题 
泛 函 的 增 量 可 用 素 洛 公式 展开 为 
AT=| F(xsyt8y,y 二 89 dx— [FG v dx 
—8I4 284 (2.6) 
可 见 ， 泛 函 J(?(xz) 廿 5y) 在 ?(x) 实 现 局 部 极 值 的 必要 条 件 ， 
即 驻 值 条 件 为 


8J —0 (2.7) 

3E IJ ((x)--5y)1k ?Kx) 实 现 局 部 极 小 值 ， 其 充 要 条 侍 为 
8J(y(x)) —0 ` (2.7) 

62J(y(x))>>0 . (2.8) 

EJ GG) F5y)tEy x) 2 MR (B, HERR 
$J(5(x)) 0 (2.1) 

8*J(y(x))«0 (2.9) 


泛 函 的 极 值 与 变量 函数 的 接近 度 有 关 。 如 果 对 与 ?一 ye(z) 的 
接近 度 为 零 阶 的 一 切 函 数 而 言 ， 泛 函 在 变量 函数 ?一 yo(xz) 实 现 极 
值 ， 称 这 种 被 值 为 强 极 值 。 如 果 对 与 ?一 yo(z) 的 接近 度 为 一 叭 的 
一 切 函 数 而 言 ， 泛 函 在 变量 函数 ?一 yo(zx) 实 现 极 值 ， 称 这 种 极 值 
HERE. BR, MERE =y QXR, WARE 
?=yo(x) 亦 实现 弱 极 值 ; 反之 则 不 成 立 。 


2.1.3 变 分 法 基本 引 理 


1， 基 本 引 理 I 
设 函 数 n(x) 本 身 和 它 的 导数 ， 在 区 间 [x1,x:」] 上 都 是 连续 的 ， 
Eas A SET SE (n(x1) =n(x,)=0), XE T EX [8] [x1,x2] 上 为 
连续 的 函数 六 zx) 而 言 ， 有 积分 式 
NEL (2.10) 
成 立 ， 则 f(x) 在 区 间 [x1,x:j 上 已 等 于 零 。 
. 26 。 


2. T XE ú 

Vt efi Ges y ) K Ep T E 6 Bri. SHSCIEDCRES. 内 都 是 连续 
8j. ELÓEEXGASXISHD En(x.y) 8-F E, SET EIC IIS C29 3E 008 
函数 所 xy,y) 耐 言 ， 有 积分 式 


[ree,yy0(x,y)as =o (2.11) 


RE, MUf(x.y)0: RS EMT. 

3. T LES 

设 函 数 n(x,y,g) 本 身 和 它 的 一 阶 偏 导数 在 区 向 VY 内 都 是 连续 
的 ， 且 在 区 域 的 边界 S 上 等 于 零 (n(S) 二 0), 对 于 在 区 域 V 内 连 壬 
的 函数 f(x,y,8) 而 言 ， 有 积分 式 


G, Dny savo (2.12) 
成 立 ， 则 f(x,7, #8) 在 区 间 V 内 恒 和 等于零 。 


2.1.4 约束 条 件 与 变 分 条 件 


约束 条 件 可 分 为 变 分 约束 条 件 和 一 般 约束 条 件 。 所 谓 变 分 约 
束 条 件 系 指 在 求 泛 函 极 值 〈 或 驻 值 ) 时 ， 泛 函 中 的 变量 函数 之 间 
应 满足 的 关系 式 。 变 分 约束 条 件 可 以 通过 拉 氏 乘 子 法 ， 化 为 泛 函 
求 极 值 《 或 驻 值 ) 时 所得 到 的 变 分 条 件 。 
所 谓 一 般 约 束 条 件 ,就 是 变量 画 数 之 间 应 满足 的 关系 式 。 在 构 
造 泛 承 时 ， 利 用 这 种 关系 进行 变量 函数 之 问 的 代 换 。 也 就 是 ， 从 
泛 画 中 消去 某 一 类 变量 函数 。 所 以 ， 它 不 再 是 泛 函 求 极 值 时 变量 
函数 之 闻 应 满足 的 变 分 约 东 条件 。 一 般 约 束 条 件 是 不 能 用 (线性 
拉 氏 例子 法 转化 为 变 分 条 件 ， 而 是 可 通过 求 泛 函 极 值 (或 驻 值 ) 时 
得 到 某 一 类 变量 函数 ， 再 利用 一 般 约束 条 件 求 男 一 类 变量 函数 。 
所 谓 变 分 条 件 ， 就 是 使 泛 函 实现 极 值 《或 驻 值 》 时， 通过 一 
系列 变 分 运算 而 得 到 前 变量 函数 之 问 训 满 足 的 条 件 ， 岂 变 分 条 
。27 。 


件 。 在 定义 域内 部 的 变 分 条 性 又 叫 尤 拉 方 程 ， 在 定义 域 边 界 上 的 
"EZ 28A: UL EIER EO AR EF 

下 面 简要 介绍 数学 中 的 变 分 法 ， 详 细 的 论述 请 参阅 文献 
[1 一 9]。 


82.2 国定 边界 的 变 分 问题 


在 已 知 泛 沙 的 形式 和 边界 同 定 静 条 忻 下 ， 研 究 泛 函 实 现 极 值 
时 应 满足 的 微分 方程 ， us sss 故 一 般 称 
为 尤 拉 方 程 。 


2.2.1 B 3X 5 E @ 


已 知 泛 函 的 形式 为 
1G) [FG y ) dx (2.13) 

和 容许 函数 y(x) 在 边界 上 是 给 定 的 ， 县 记 为 
yi—y(xi) yi—3(x;) (2.14) 


HREF yy ) 是 三 阶 可 微 的 。 
根据 前 述 ， 泛 函 实现 极 俯 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 ， 即 驻 
值 条 件 5J 一 0。 
下 面 计算 泛 函 的 一 阶 变 分 。 
取 容 许 函 数 为 参数 的 曲线 族 为 
y(x,a) -y(x)--aby 


y' (x, a)— y'(x) 4- a8y' (2.18) 


TJ: Z PS RR. 2 

TO G)aby) - [^ FGoy(sa).y' (zsa))ax (2.10) 
故 

= 二 1CCoD)+aay)| _, 


a 28 e 


-fz[ges ) Əy(x,e) 
gy ög 


FG yy") 2» o2) las 


71 


ay’ NF" 
=f” ELE òy’ lax (2.17) 
利用 分 部 积分 法 ， 有 


y! ayaz (8 y? 


aF 
| A 


. S 一 | AG. jayax 
将 上 式 代 入 (2.17)， 则 有 
el- 25 ay a [F - 3 (9E sas D 
其 中 了 一 ?三 


dy 
BDEXDEGEEDEBM, BUB6»].—95»|.-0, FLS sal DE 
的 必要 条 件 为 8J=0， 故 (2.18) 式 变 为 


s1- "Ir - (5) dco p 


由 于 方 括号 中 是 y(x) 的 连续 函数 ， 而 5? 是 满足 某 些 一 般 条 
件 的 任意 函数 ， 所 以 根据 变 分 法 基本 引 理 可 得 


d /əF , 
Fy— HER, )= 0 (2.20) 
由 于 
d (27)- 2?F E 十 92F dy 十 a?F dy!’ 
ax\ayr ƏxƏy' dyay' dx 2y'ðy dx 
所 以 (2.20) 式 可 展 为 


F,—Fi,yr Fpp y —Fy: y: y"”=0 (2.21) 


这 便 是 泛 函 实现 极 值 时 , 极 值 曲 线 y= 二 y(x,c1,c2) 永 满足 的 微分 方 
程 。 这 个 方程 叫 尤 拉 方 程 。 其 中 积分 常数 c1、c2 册 边界 条 件 y 1 二 
y(x) ya (x4). 


2.2.2. Am WISIS 
CRUZ PEINE SCOÓN 
IOD =S Fyi) y Gees GY)ds (2.22) 
MAFRA ER EN EREA 
yim=y(xi) »xi—y (xi), s | (2 
yay), ypy (x,), o. yt my!) 7C 
其 中 函数 对 y(x)，y (x), +, "GO En 2p n PX BJ. 
取 含 参数 cx 的 函数 族 为 


y(x,a)-—y(x)-t aóy (2.24) 
泛 函 (2.22) 式 的 一 阶 变 分 为 
81—À (y) ay) . 
- [try Fry! + et Fyndy"]dx (2.25) 
利用 分 部 积分 法 , .有 
NS dx Foy - [a F, Sydx (2.26) 


x r 
J F rös" dr=Fyrdy’ | * d T 
Y, £1 dx 


22 
z3 ą? : 
二 | -Fav5ydx (2.27) 


IIDIIDDIDPILDEIIDIIPIIEEIIEIUEIEILEII 


a 30 ° 


二 2d Fuasydx (2.28) 


由 于 在 边界 x 二 x1， x 一 xa 的 变 分 8y 一 5 =y" =.. =y" !=0, 
则 有 
= ie lm d. g' a? H 
s= [”[=, aF: tgo 
gd) p. Jayax (2.29) 
dx* y 


406J—0, Jt BH Bi 5? 为 任意 的 函数 ,根据 变 分 法 基本 引 理 ， 
由 (2.29) 式 得 
F,- Sg, + Q F nts (— D" LF, "=0 (2.30) 
dx 
RENASTE MER- FETER rE, AATE HH R 
是 泛 函 (2.22) 式 的 变 分 问题 的 极 值 曲线 ， 其 通 解 含有 24 个 积分 常 
数 ， 可 由 2n 个 边界 条 件 (2.23) 式 决定 。 


2.2.8 $48 E3354 
已 知 泛 函 的 形式 为 
J(u(x,y))— ] reo ussus)dxdy — (2.31) 
MEA EKRAR Et dig, BIREF(x, »,u, us, 
1,23 — [Er n] @, PF, y) — Br BI fts 
了 到 含 参量 的 函数 族 为 


u(x,y,a)—u(x,y)d- au 
us(x5y,a) = HEIA) Lu (s, y) abus (2,32) 
uy(x,y,a)7 OS urs, y) t abu, 


于 是 泛 函 的 变 分 为 
» 3l 


81 S (u(x,y,0)) 
g a=0 


= [rro F, us +F, ,Suy]daxdy 
8 


出 于 
F. te=. (F, 0) —2- | 
F,,5u,— a, Fs 5u)- P. (Fu )8u 
将 (2.34) 式 代入 (2.33) 式 得 
s= [p.72 0.072, Fe) + AC, BO 


$C du) |axdy 
» 
利用 格林 公式 ， 有 
a 2 
[er eoe. o Jazas 
= [t dy -Fu à) uar oo 
r 


因为 在 边界 上 4 一 0， 故 (2.35) 式 变 为 
s= | [r,- 2.0.2 2, (Fu p) ]šudxay 


(2.33) 


(2.34) 


(2.36) 


泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 为 5J 一 0， 并 由 于 54 的 任意 性 ， 根 


据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (2.36) 式 得 
9 g 
F,— 5. Fe) 一 gy (F«,)70 


(2.37) 


这 是 泛 函 J](u(x,y)) 实 现 极 值 时 必须 满足 的 二 阶 偏 微 分 方程 ， 通 


" 32> 


常 称 为 克拉 方程 。 
2.2.4 iZ ¿5 8 — Mr EA 


ELATI AREAK 
JoGym[ Greta © (2.38) 
ROEDEMDGANMERWE, Wy =y) y G0 AA Fy) 
为 三 阶 可 微 的 。 
其 一 阶 变 分 为 f | 
8J(y(2))= U [Frðy+ Fue  (.39) 
其 二 阶 变 分 为 | 
67000) = [7^ 1 Uer! F2 yy! 
TF 2(5y')?]dx (2.40) 


F i J 3E HK 5 B OSA ERRE yA 9*J2:0, H 
35590617 1 (2.38) X L 1 ZI] EAE PF 2 T 38 CDL iC 
Fri 20 (2.41) 
成 立 ; 泛 函 (2.38) 式 实现 极 大 值 的 必要 条 件 为 82J 委 0。 由 此 得 到 
泛 函 (2.38) 式 实现 极 大 药 必 要 条 和 件 是 沿 着 极 值 范 数 
FyryrxxO (2.42) ， 
成 并 。 上 述 条 件 通 常 称 为 勒 上 特 条 件 。 


$28 边界 条 件 


前 面 介 绍 的 变 分 问题 ， 都 是 建立 在 边界 条 件 为 固定 的 情况 下 
进行 讨论 的 ,但 实际 上 边界 条 件 是 多 样 的 ,如 容许 函数 在 边界 上 没 
有 限制 的 情况 ， 叫 自由 边界 条 件 ， 如 容许 沙 数 在 边界 上 沿 着 某 一 
曲线 或 菜 一 曲面 变动 的 情况 ， 叫 可 动 边 界 条 件 。 f 

EE 


2.9.1. ALAH 
己 知 省 函 形式 为 

JG) = | FG, y) (2.43) 
BERIO jy SE HO AA RE 
8G) Py» |" + [^ (P ~ &F,;)8yax=o (2.44) 


RA . 


y] "=0 (2.45) 
F -— dp , = y 
2 1 Fr =0 (2.46) 


方程 (2.46) 式 是 尤 拉 方 程 。 它 是 容许 甬 数 看 定义 区 域内 应 满足 的 
方程 方程 (2,45) 式 是 容许 函数 在 边界 上 应 满足 的 条 件 。 下 面 就 
不 同人 情况 的 边界 条 件 进 行 分 析 。 

1， 固 定 边 界 的 情况 

当 边 腊 为 轿 定时， 则 有 

yi (x1), y2=y(xs) (2.41) 
故 
8y[2,—9y|2,—0 

于 是 方程 (2.45) 得 到 满足 。 

2， 自 由 边界 的 情况 

当 边 界 不 受 限制 《自由 边 界 ), 在 边界 上 5y 为 任意 的 ， 要 使 方 


程 (2.45) 得 到 满足 ， 则 有 
F,;| =0 (2.48) 


的 条 件 存 在 。 通 常 把 这 个 条 件 称 为 自然 边界 条 件 。 
2.3.2 4 — FW S AC E 


ELMI HR BJ XS 
* 34 a 


HG) =| FGsrsy' vds (2.49) 
由 泛 函 J(?(z) ) 的 一 阶 变 分 为 堆 的 条 件 ， 可 得 
JG GO) = [Gyr Feo 十 Fov8y dx 


r 
fi 


-(F» — Fn)y t F,rby' | 


"fp Sp, gd x. = 
+] (r, I” tay ' Jóyds 0 


(2.50) 

根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (2.50) 式 可 得 
Fy ~A Fyr MED Fyr =o (2.51) 
d d? — u 
Fe acabe (2.52) 
方程 (2.52) 式 是 尤 拉 方程 ， 方 程 (2.51) 式 是 边界 上 满足 的 条 

件 。 I 
1， 国 定 边 界 情况 


当 边 界 加 定时 ， 已 知 
yi=yx(xi), yi =V (21), yz=y(x,;), y;=y'(x,) 


x 


öy —5y'l;..,—0 
0y —8y'|z22,70 
出 此 可 知 ，(2.50) 式 中 的 边界 项 自然 得 到 满足 。 
2. 证 由 边界 情况 
因 边 界 不 受 限制 ， 记 以 6y，6y' 在 边界 上 为 任意 函数 时 ,方程 
(2.50) 式 成 立 ， 于 是 可 得 到 自然 边界 条 件 (2.51) 式 。 


2.3.3 多 自 变 量 型 泛 函 


GAL EE AS 
. 35 ° 


HYuGsy)) o | Foo us usu) dxdy (2.53) 


根据 沁 辣 (2.53) 式 的 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 ， 可 得 
F, cos(n,x) +F, cos(m,y)=0 | (P) (2.54) 


8 du i. "Er 
Ej) E Eee (S) (2.55) 


其 中 厂 为 区 域 S 的 边界 ; n MUR T 的 外 法 线 方 向 ，cos(4,x) 与 
cos(n,y) 为 方 判 余弦 ; 方程 (2.55) 式 为 尤 拉 方程 方程 (2.54) 式 
为 自 出 边界 的 自然 边界 条 件 。 

2.3.4 可 动 边 界 情况 

当 边 界 没 着 某 一 曲线 或 曲面 变动 屿 ， 可 得 到 较为 复杂 的 边界 
IRPF PEI $2.50. 

. XH PZA : 

IO) = [U FG, y. à (2.56) 


3535 XE xii Ry: = ei Gn )AE dk, xs 点 沿 曲 线 ys oa (x) 
化 时 ， 出 泛 函 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 ， 可 得 其 边界 条 件 为 
Fi+(9i—y')Fy:=0 (xzx1) (2.57) 
F+(w2—y')Fy'=0 (x=x2) (2.58) 
这 个 条 件 建 立 了 极 信 曲 线 与 边界 点 满足 的 曲线 在 边界 点 的 斜率 
之 问 约 关系 。 它 是 由 变 分 而 得 的 边界 条 件 。 这 个 条 售 称 为 模 截 条 
fp. du HEIN ATE. 


2.8.5. Aita S uf 
泛 函 由 两 项 组 成 ， 一 项 是 在 定义 域 S 内 成 立 的 项 ;一 项 是 在 
定义 域 边 界 生 上 成 立 的 项 。 边界 项 对 泛 函 的 克拉 方程 没有 影响 ， 


而 对 自然 边界 条 件 有 影响 。 
已 知 泛 函 形式 为 


. 36 = 


JO (x, y)) — [Fry ous us n )axdy 
S 


+ fPD yu? +P (yular (2.59) 
J | 


C) 当 附 加 项 为 | 
[upaya + ap, coywaar (2.60) 


了 时， 由 泛 画 一 阶 变 分 为 崔 而 得 的 自然 边界 条 件 为 
F, ,cos(n,x)-- F, cos(n,y)+2P (Tu 2P4(D) 20 
(2.61) 
(2) 当 附 加 项 中 Pi 一 0 时 ， 出 泛 函 的 一 阶 变 分 为 零 得 到 的 Ë 
然 边 界 条 件 为 
F,,cos(n, x) +F, , cos(n, y) F2P, (PD) 0 (2.62) 
(3) A HfisirpP,-P,.-olj, Hia BEA Ga 
B 381 PIRE 2 
F, cos(n,x) +F, cos(n,y) —0 (2.63) 


$2.4 二 次 型 泛 函 的 变 分 问题 


求解 器 圆 型 微分 方程 的 边 值 问题 ， 化 为 与 之 等 价 的 泛 函 的 变 
分 阅 题 处 理 ， 是 有 条 件 的 。 也 就 是 说 ， 对 油分 算 子 有 一 定格 求 。 
定理 ， 已 知 椭 贺 型 党 分 方程 


Lu=f (2.64) 
如 果 有 解 ， 若 工 是 正定 算 子 ， 则 其 解 必 使 泛 范 
J(u)-Lu,u)—2(f,u) (2.65) 


实现 极 小 值 。 
与 算 子 LL 有 关 的 泛 函 (Lu， 2) 为 正定 的 ， AMHER ERR 
Zuia WETER 
. 31 . 


(Lu,u)zr'(u,u) 
其 中 r? 为 一 正 的 常数 ， 而 
(u,u)= [6820 
(Lu,u)- || uLudxdy 
l 


为 二 次 型 旗 函 。 


现在 研究 椭圆 型 微分 方程 ， 
a du 
Lu-- -2(n52)- M )+au=—f(x, y) 


在 相应 的 边 值 条 件 下 ， 所 对 应 的 泛 函 的 形式 。 
2.4.1 第 一 边 值 问题 


ule=0 


Bf, 5j; Q.69)SR OM ARE, fR(2.65)5X78 
I=- |= [2 (p.24)4-2 (p.25) axay 


acd 
-一 由 并 Pou?” (Ped 2) ]1sa» 
«Jie. ) «n($ Ja 


[on T2uf)dxdy 


=f [e n G b) aut +2uf | lady 


5 


(2.66) 


(2.67) 


(2.68) 


(2.69) 


(2.10) 


Bo (2.11) 
考虑 到 边 信条 件 (2.70) 式 ， 则 有 
162) [| [P (S5) +P, (25) au? fu asa (2.12) 


这 就 是 与 方程 (2. 69) 式 及 边 值 条 件 (2.70) 式 相对 应 的 泛 函 的 形 
式 。 

车 Pu 在 S 十 入 域内 连续 可 微 ，q 在 S 十 玉 域 内 为 连续 ,县 Pu>>0， 
q>>0 时 ， 使 泛 函 J(w) 实 现 极 小 值 的 函数 ， 必 满足 第 一 边 值 条 件 下 
的 偏 微 方程 (2.69) 式 。 

2.4.2. 第 二 边 位 问题 

在 边 值 条 件 为 

du So (为 边界 天 的 外 法 线 ) (2.13) 
时 ， 与 方程 (2.69) 式 所 对 应 的 泛 函 ， 按 (2.65) 式 为 


ro 的 en) vere ero 
E 


REATTURI. 13) EIE ER (2. 11) HP BEL PL Tn JSE P Se 
致 的 结论 。 
若 Po 在 8 十 工区 域内 连续 可 微 ， 且 在 
Po>0, q-—0 


Iu 0axts =0 
HAFT WiizulQoSohAB EE VALEA LA» 
下 的 偏 微分 方程 (2.69) 式 。 
2.4.3 第 三 边 值 问题 
在 边 值 条 件 为 


» 39 ° 


Qu 
Ən 


Rl, ERONATE, RORA d 
. J(u)- | [P (2) +e (3 s) qut +2uf |azdy 


Pa 一 0 (2.75) 


+ [P Paar T (2.16) 


GEPOESDIREXESERIDE, ESHTRA EE, BP a >0, 
420, Pi 20, ERES J(u) pl MERO UGG, VAER A 
值 条 件 下 的 偏 微分 方程 (2.69) 式 。 


$2.8 可 动 边 界 的 变 分 问题 


可 动 边 界 的 变 分 河 题 ， 系 指 边 界 是 待定 的 。 也 就 是 ， 泛 函 的 
积分 域 是 变动 的 。 这 样 泛 函 的 变 分 由 两 部 分 组 成 ， 其 一 是 由 变量 
函数 的 变 分 产生 的 ， 另 一 部 分 是 由 于 边界 变动 ， 妈 由 xi 的 变动 而 
产生 的 。 就 固体 力学 而 言 ， 都 可 化 为 可 动 边界 的 变 分 问题 ， 如 弹 
塑性 交界 面 的 问题 、 接 触 问题 、 和 裂纹 扩展 时 能 量 释 放量 的 问题 、 
有 限 元 法 的 最 佳 剖 分 等 。 


2.5.1 fX j 
B AT x 
= “Fee. ax (2.77) 


及 其 两 个 边界 点 &(x1,y1),B(xs,ys) 是 变动 的 ， 亦 可 以 是 一 个 点 
A(xi,31) ELE, WAA B(xs，y2) 为 变动 的 。 为 了 简便 ， 先 分 
析 B(xs,ys) 是 可 变动 的 。 现 在 分 析 可 动 边界 的 变 分 问题 。 
自 变 景 zs 的 改变 量 记 为 ix 变量 函数 ?(x7 的 变 分 记 为 dyo 
+ AQ 。 


H Fir: òy, Oy EE 17 ISP ^E BU yk al k 3; 
a em " F(x,y-8y,»' 6»)dx 


- [FG.y.y)às 
71 


tot r, 
=f F(x,y +y, y - 6» dx 


十 | Gy toy, +y) -Fly dx (2.18) 
由 数学 中 的 中 值 定理 得 
[UU FG Ey y 十 ay dx 


22 
=F] ,dx («D (2.19) 
忠于 商 数 下 的 连续 性 ， 风 有 
| _ —F(x.y.3!) +e (2.80) 
Z==7ə>+aé zo Tlf 
Mjóx(—0, 0y,—0, MA0, FEH 


o +ë z 
J "F(x,y--5y, y +y ds 


T2 


—F(x,y,y!) r= 
àz. By TN, Medr ERE, TESEO. TO) ADR 
[C EG, yty, y! 6y) dx FGsy v] ors 

“T=79 


72 


ôx, edx, 


(2.81) 
关于 (2.78) 式 中 的 第 二 项 可 用 素 洗 公式 展开 为 
[Gus cos,» +8y) —F(z,y, las 
- [tros F5 e R 
z 


REDY y 的 高 阶 项 R， 利 用 分 部 积分 法 可 得 
+ 41 4 


MGE 
2] 


=F: ôy 


zs T2 d 
“+(e, 二 Pr )aydz (2.82) 


HEA, y) EE, iyi y 
一 0， 现在 求 8y | zmr: CS 
由 图 2-3 可 知 : 


BC—8y|..-, 
FD-ó5y; 
EDz2:y'(x,)02, 
因为 
BC=FD—ED Zi sañsa 
所 以 [82-3 本 动 边界 的 变 分 
ôylz=r;, =y: — y (xs)5xs (2.83) 


由 上 述 可 知 ， 泛 函 的 改变 量 的 线性 主 部 ， 即 泛 RJO 
一 阶 变 分 为 
8J—F(x,»,») NOS "T" (8y2—y'(x23)80x1) 


-+ IR Cy) Joyas 


=(F—y'F,:)| z0% tF! 
i 


Bye 
= 


+E- co [sax (2.84) 
f gsm ssaw ats 858J=0， 并 根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 
《2.84) 式 得 
THER 22 
F,—ar)790 (2.85) 
(F—y'Fy:) âx, FF, $y,—0 (2.86) 
SEIn zarg 


. 4? « 


1. 无 关 性 
如 果 5x: 与 yz 是 相互 汽 关 的 ， 由 (2.86) 式 得 


CF 一 >Fy)| 一 0 
z2fg 


Fy| =0 
ZI 
2. 相关 性 
MEO JOYA, EEB x,y: NaH 
yi p(X) 
移动 ， 于 是 有 


y, =0gp,(x;)=g0;,(x:)Óx; 
Hr? SAY CE A (9 REAT TAE. 


(2.81) 


(2.88) 


(2.88) 


(2.89) 


移动 ， 于 是 有 


yi —8pi(xi) —gi1(xi)8xi (2.92) 
由 了 5x1 的 任意 性 ， 可 得 到 类 似 于 (2.90) 式 的 交界 条 件 
Fi(gi—y Far ,=0 (2.93) 


2.5.2. — Ë EEDA io x S 9k Wl 2 W 
Ei K 
To l'! FG yy sas! y" ads (2.94) 


及 其 两 个 边界 点 AGus yis ms Blaz Yrs) WAJA Bx， 
ya，22) 为 可 动 的 。 
下 面 分 析 可 动 边 界 的 变 分 问题 。 
如 上 所 述 , 略 去 变 曹 函数 及 自 变 量 的 所 有 高 阶 项 , 泛 函 (2,94) 
81=[ “F(z,? 二 89 十 85 十 53 和 十 823" 十 8， 


s" tòa" )àx— | FG y s Ys sy" a" )dx 
1 
voté, ' r IESI JF " 
-l Fx, y tysz +g, y +Hõy' s g 402, y" Oy", 
2 


s" +òa")det | CF Gon oy, nba, 
*t 
y'r$y',s'-Foz',y" T$y",z"-r5a") 


—F(x,y,2,y',z', y", a") ]dx (2.95) 
利用 数学 中 的 中 值 定理 得 到 
3J=F| ，。5x: 十 | CPsdy+ rs Ly :十 Fun53 
+F d3 +Fp ds 十 Fw8an]dx (2.98) 


已 假定 A(x1,y1;%1) 点 国定 。 利 玫 分 部 积分 ， 可 得 


. 44 ° 


d 
aJ=F| 5x. | For Forby' -Íresy| 
,TFT | 


Terp 


+F 8s+F,rdz'— À «Ba | 
dx 


arrg 
ze _ 4 f d ?," |Ó 
+o [E-i tare) 
2 
*(r.- EE öz |ax (2.97) 


现在 计算 点 B(x2,ys，32) 处 的 9y,6y',6z,8z' HIE. H F x: 
W, RERE, # 


òy su, X0) 7'Gn08x; 
-0y,—3'0x; 
ày'| z:5y'(x5) — y" (x2)ðx2 
TzI$ 


—0yj—"9x; (2.98) 
özl 。 一 5z(za) 一 (za)8x: | 
| -—Óz; — z'üx; 
a'l bs Gu) 2"(x) Bx 
| -—82,—2"O5xz; 


将 (2.98) 式 代入 (2.97) 式 中 ， 得 
8J-| F-v'F,: —y" F vy A (F,r) mF. 
=a" Fanta È (Fan) |. òx 
, 
[Fe -i Gon], n 


+[Fe— 0n], 8n 
dx . Z==ə2 
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5 =" 


ra syr Fs! azi 
Tr: z. rf 
Sehr. d Q n, d 
+ ue yta (ey) 
ee d? 
*(r. -i Fu )* Ear) Je ldx (2.99) 


1. 无 关 性 
A ox, ,5y， Sy, ,By2,0z,52; DL EWERAN, 由 5 了 一 0， 
根据 变 分 法 基本 引 理 得 尤 拉 方 程 


2 . s 
FL Fy +E Fy =o (2.100) 
d d? _ : 
PF.— ax F rT atm (2.101) 
以 及 附加 边界 条 件 
F—y'F,-—y"F,"ty! Fy F, ca^ Pur 
x 
red F,” Lü (2.102) 
x ==> 
d ,. 
F —- -~ Fyr =0 (2.103) 
dx z=23 . 
F jest F. 一 0 (2.104) 
= dx d T7222 I 
Fy” sao (2.105) 
F,” " sc (2.106) 


求解 尤 拉 方 程 得 到 通 解 含有 4 个 常数 及 待定 的 x* 堂 宗 ， 可 利用 附 
加 条 件 (2.102~2.106) 式 及 固定 虑 A BJ AR IE yi =y(x,), y, = 
y'(xi) mim s(x1), 5 一 5(x1) 来 确定 。 

2. 相关 性 

若 6x2，6y2,6y2,56g2,5%2 是 相关 的 ， 设 


. 46 » 


?2 一 pi(xza)， 853 一 915x3 
y= Plx)  — 5y72 一 人 25xs | 
22793 (x2)5 òg = phòr, | 
z,—94.(x2), 82, = pix 
将 (2.107) 式 代入 (2,99) 式 ， 由 8] 二 0， 根 据 变 分 法 基 本 下 
理 ， 得 尤 拉 方程 (2,100)、(2.101) 式 及 附加 边界 条 件 


[F-v', —y' Foy! d Fyra F, — "F," 


(2.107) 


+a £: F. + (Fs — E Fe)ot 十 Fynqp2 


d f [i dien 
+ (Fe 一半 For pi Fro | ,=0 (2.108) 


求解 尤 拉 方 程 所 得 的 通 解 中 含有 4 个 积分 常数 及 xs 的 坐 标 ， 可 l 
用 (2.107) 式 、 附 加 边界 条 件 (2.108) 式 及 国定 点 A(x1,y1, 31) 的 
f&ityioy(xi)ytio»'Gi) ,#1 二 s(x1),%1 二 zx1) 来 确定 。 


2.5.3 爹 多 自 变 量 型 的 泛 函 


这 里 ， 采 用 引进 符 标 变换 的 方法 ， 把 可 动 边 界 域 化 为 与 之 对 
应 的 固定 边界 域 表 示 。 这 样 ， 求 可 动 边 界 的 变 分 问题 就 等 价 于 求 
固定 边界 的 变 分 问题 了 。 
已 知 用 参量 c 表 示 的 泛 函 为 
J(a)= [| Fenena) ulén a), 


sto) 
us(£,1,a))d£dt (2.109) 
其 中 


us -b us 一 


1. 坐标 变换 
采用 下 面 的 坐标 变换 : 


. 47 ° 


£—x(x.y,a) ] (2.110) 
N=y(x,y,0) 
对 应 坐标 变换 的 变量 函数 为 
u(£,n)— u(x,y,a) (2.111) 


假定 变换 是 一 一 对 应 ， 而 且 连 续 开 微 。 车 x 为 微小 参量 ， 即 a 二 0 
时 ， 则 退化 为 便 等 变换 。 完 成 上 述 变 换 时 ， 把 积分 域 SCc) 变 换 
成 积分 域 S(x,y) 不 仅 一 一 对 应 ， 而 且 也 是 连续 的 ， 并 具有 连续 
的 偏 导数 ， 此 时 设 牙 各 比 行 列 式 Ji 夺 0。 

为 了 计算 方 使 ， 引 进 下 面 符号 ; 


—9uíx.y.a) 
Bu jy (2.112) 


Su, = 9ue(x,y, a) 
da 


8u = Cose 


其 中 


变量 函数 4 的 变 分 54， 由 两 部 分 组 成 ， 其 中 一 部 分 为 边界 因 
定 仅 由 参数 a 的 改变 而 产生 的 wu 的 变 分 ， 记 为 86u， 另 一 部 分 蚌 由 
于 坐标 x 与 ?的 改变 而 产生 z 的 变 分 ， 记 为 4。 故 有 
Bu= ĝu tõu= But+usdx+udy 
@uz= ust UrzdxT urydy (2.113) 
Buy=duyt uysDox d us, oy 
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Ww da | e=0 
L 
E au ° 
õu Bx yoy (2.114) 
G2u ..8u _ 92u 
Urz = =— 


一 
2. 证 函 变 分 的 计算 
将 (2.110) 式 利用 坐标 变换 ， 把 可 动 积分 域 前 泛 函 (2,109) 式 
恋 为 固定 积分 域 的 泛 函 ， 虽 为 


Ja) [FIX Y. u(X.Y, a) us(X,Y a), 


uy(X, Y, a)]1|J|dxdy (2.115) 
此 时 和 雅 各 比 行 列 式 为 
-ea(CXY) . (2 
Ə(x,y) FR 


但 J0. 
泛 图 (2.1415) 式 的 一 阶 变 分 为 
= 2 人 ET 
J= Jla) IG J|XF2. 1). dady (2.117) 


da 
其 中 | 
9F, — LFISxdF,8y-EFo6ud F, SurtF, Buy (2.118) 
ga |vcn . z y . 
96 an | 
日 | | 3x 8x | zl 4. 85x 
às =a | 8€ an | da (1 a Rs) 
I | d9y 9y uso 

. 3 öy apxYf3871] 

(te ay )-« t X ax M e 

RECO (ôy) (2.119) 


dx 


17!s=:0=1 (2.120) 
把 (2.118~ 人 2 ,120) 式 代入 (2.117) 式 ， 则 有 


SJ= |[tr.oxe ro» Fi ou F, dust Fo, Bus 
5 


TF(S5x): c F(5y),]dxdy (2.121) 
利用 (2,113) 式 和 公式 
9F _9F 3F gu, gF gu. ,9F Qu; 


Bx dx Əu gx gue Jx au» ax 
IF IF aF u, 3F Que, 9F Qu, 
By Əy QU Oy Əu- By gu, gy» 


(2.121) RZA 
87— | tr.ox-- P 6v F. (Su+urðx+usðy) 
8 


| (2.122) 


TF. (Onus ussbx tury) 
TF, (Ou, u, 8x urdy) 
TF(5x).c-F(5y),]dxdy 


= |[tF.5usr., Su, +F, Su, (F8x)s 
8 


TCFO6y),]dxdy (2.123) 
已 知 


E bust BF Bum 9 ( 3E gu) 
gu gy ` gdx*sguz 


RD e 
=(F, Ou) + CF, Bu) 一 (了 yz 一 (Fo p} yòt 
(2.124) 
把 (2.124) 式 代入 (2.123) 式 ， 得 


s= [CF C. Ds Gu Bu 
5 
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TG, Bu), s CF, Su), H Fò), 
+(Fòy), y dxdy (2.125) 
根据 格林 公式 上 式 可 变 为 
8J = Je. —(F, ie - (Fs, ) JŠudxdy 


gx av) r 
+ ( 32r. s 2s óud 


3x 十 8y97 Jar 
+ [reor 
= [| [Fu — GE.» (Pe) dudxdy 
5 
[arte er. ioSnan 
r 
* [resar Gu 
P 


其 中 bn 为 边界 D 的 外 法 线 方向 的 改变 是， cos(n.x)—L4 
cos{ns,y) 二 ly 为 边界 个 的 外 法 线 方向 余弦 。 
EARTE, H i 
Õu =u —UurÖx— Uyy =u — Urn 
代入 上 式 ， 于 是 可 得 
J= [ EF, 7 CF. = 一 (Fo ) andxay 
8 


[a.i er. ls)audT 
r 


+ [tr C. LL FL Lu Donar (2.121) 
P 


3. X Xd 
车 在 边界 个 上 上 6x 与 54 是 相互 无 关 的 ， 由 6J 二 9， 根据 变 分 法 


基本 引 理 ， 可 得 * 


Fa (Fag) (F, ) 50 (S) (2.128) 


nidi (D) (2.129) 

F—(CF,,l; —F.l, #)u,=0 (D) (2.130) 
这 倒是 ee i RUE NE 
的 附加 边界 笨 件 。 


4. 相关 性 
若 在 边界 二 8 与 5x 在 边界 上 是 相关 的 ， 令 4 一 R， 故 iu 一 
Ra6n， 将 此 关系 代入 (2， SM 由 8J 二 0， 根 据 变 分 法 基本 8] 
理 ， 可 得 
F,—CF,,)o s - (P, 50 (S) (3.131) 
F+(R,—u, XF, RF. ly)=0 (D) (2.132) 


这 是 由 泛 函 (2.109) 式 实现 极 值 的 必要 条 件 时 ， 应 满足 的 Jb 
拉 方 程 和 可 动 边 界 上 应 满足 的 附加 边界 条 件 。 击 普 分 (2.126) 式 


可 知 ， J 的 变 分 用 两 部 分 形成 ， 一 部 分 是 区 域 回 定 =, H 2 的 改变 “ 


而 产生 的 ， 另 一 部 分 是 由 于 区 域 的 变动 而 产生 的 。 
2.5.4 间断 性 变 时 也 数 型 泛 函 


在 许多 实际 问题 上 中 ， 使 泛 函 实现 航 值 的 变量 函数 ， 举 某 些 线 
《或 面 ) 上 是 连续 的 ， 但 其 导数 » 
BAME EE. FENE HE. 

l. BATZA 

pt 112 R 

12 | FG, ax (2.133) 


在 连接 两 边界 点 A(x1,y1) 和 和 ` 

BCxzzyyz) 之 问 , 有 一 条 间断 线 

yo 一 (xz)， 在 间断 线 上 e 量 

函数 yo(x) 足 连续 的 ， 但 其 Bi2-4 iR EHE 
^" 52 + 


=pl) 
AX, Y) 


B8GQ3,4) 


wi- + 


导数 是 间断 的 。 间 断 线 ya = p(x) 5 y(x) RISE 点 Cayo) W 
间断 线 ye 一 px) 移动 ， 如 国 2-4 所 未 。 
TËR GDA SATY JAR Bh 
17 [^ Palsy ax 十 | Fales ax (2.134) 
BE FiQFRECBPRIGNABU, DAOA xo EET y e(x) 12, 
A(x1,31) 5 B(xs, yo 2y AL Ex, 
AnBUBIXB, WEA. BORU- ELE UE, ROBUR AGE 
基本 引 至， 可 得 尤 拉 方 释 
2 _ d 2 A q 3n 
25 51) id ') 0, x< x=x (2.135) 
dug NI LAD pna 2v 
ay T»? a ,F:) 0, xo ux X (2.136) 
及 在 ye 一 9tx) 线 上 的 交界 条 件 ， 邯 
1 029. 
DC y yy 


T-f440 
符号 xe 一 0 与 zw 十 0 表示 从 xe 的 沿边 趋 近 xo。 
光 拉 方程 (2.135)、(2,136) 式 的 通 解 为 


y—yi(x,01,02)) xiXtxWxp 


—|[F.4(g'—y' do | 
| Í. +(@'—y o (2.137) 


Y= Yz Xs C304) x6 S x= x, 

这 4 个 积分 常数 ci ycyycsyci 及 点 cCxoyyo) 的 坐标 ， 由 (1) 边 值 条 
件 yi=y(xi)ya=y(xa)35(2) 交界 条 件 (2.137) 式 ，(3) 间断 线 
yo 一 p(x) (4) 连续 性 条 件 ys(x,c1,c9)= 二 ya(x,cs,64) 等 条 性 
来 确定 。 | 

2. SREZA 

已 知 泛 通 m 
J= | F(x, y usus us )dxdy (2.138) 


在 定义 域内 有 间断 线 Aole = xoy =y )。 间 断 线 Ao 把 区 域 分 为 
S,RIS;, EPRE buo xo vo)9p(xosyo), 故 

Õu =p =p'Öx= yp, őðn (2.139) 
于 是 泛 函 (2.138) 式 可 生 为 


I= Fx,y,n, usu)dsdy+ | Fi Gs», U,Hr,Hy)dxdy 
81 g 


(2.140) 
BF FRERE, 且 间 断 线 4o 为 可 动 边界 。 


泛 基 (2.140) 式 的 一 阶 变 分 ， 为 
=[i[3F:_ 2 ƏF:Y__a/əFiy]s 
$J. Il gu ar Quz be gygy )|8ssaxay 


am Jiz zi Fs Jis ]aaaa 


8j n Gee rote) Jona 


dc 3 (27s ) jsuazay 
+J, (EE Ji Jouaa 


十 UIPi- (2521, FO, Ju .jsaaa (2.141) 


考虑 到 方程 (2. 139) 式 ， 由 于 8J 0， 根据 变 分 法 基本 引 理 可 得 
尤 拉 方程 


aF1_ 3 gFiY araF， E 
Qu dou] 3y 9)= 0 ($,) (2.142) 


T-ARA) o em 


及 交界 条 和 件 


39 .guYgFi, arF， ] 
[r- (28 A Quz LH) 4~0 


| 54 > 


s a en o 


这 里 # 为 间断 线 4e 相 对 于 区 域 S: 与 $* W 8 P RIA. L,=cos(n, 
*) 与 hy 二 cos(n,y) 为 方向 余 强 。 由 尤 拉 方程 求 得 的 极 信 曲 线 的 积 
分 常数 和 和 4。 目 线 的 确定 ， 可 利用 交界 方程 (2.144) 式 在 间断 线 Ao 
上 的 to 二 p(xo ,30) 和 在 区 域 5 二 5, 十 Ss 的 边界 夏 上 的 边界 条 件 来 
确定 。 


82.6 条件 极 值 的 变 分 问题 


所 谓 条 件 极 和 值 问题 ， 是 指 求解 泛 范 极 值 时 ， 泛 通 中 的 变量 
数 之 癌 应 足 的 某 些 约束 条 镍 。 也 就 是 ， 在 变量 函数 满足 某 些 约 
东 条 件 下 ， 探 讨 泛 函 的 极 信 。 这 些 约束 条 件 通 常 称 为 变 分 约束 条 
伴 。 它 可 分 为 有 限 型 约束 条 件 、 微 分 型 约束 条 件 和 积分 型 约束 条 
it. 


2.6.1 有 限 型 约束 条 件 


现在 探讨 变量 函数 yi(x) 在 约束 条 件 
qi(x,Y1sYis77, Ya) =0 
下 ， 使 泛 函 iris 
= Fy ve Yos rid 


实现 极 值 的 问题 。 
解决 条 件 授 值 问题 最 为 方便 的 方法 是 拉 香 良 日 隧 子 法 。 节 就 
是 ， 选 一 个 新 的 泛 函 ， 使 求 原 泛 函 的 条 件 极 值 问题 ， 化 为 与 之 等 
价 前 雹 条 件 极 值 问题 。 
ERI: 变量 函数 yi ,ys,*… ,ys 满 足 约束 条 件 
gi(xsY1,2575354)70. G=1,2,--mim<mn) (2.145) 
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yp =yi(xi), yii734(x1). Gom1,2,--,n) (2.146) 
T, EZA 
CET ; 7 I 
| F(X, Vts yas o yay yy Yn) dx (2.147) 
z) š 


实现 极 值 时 ， 则 等 价 十 变量 函数 y (x 18 TERR T A 
(i—1,2,-,m), WEK 


J= [ras (2.148) 
ITRHRXDNAGTRT. XAET. AP 
mE F- [F+ 并 xp 中 (2.149) 
EAJ IREE, WEE ysCx ) As Cx ) EIE SEAN E 
aF  d(aF). 
1 asa.) 0 (2.150) 
或 为 
a 99: d /əF y... 
à; 22^ p^ E Ë: ! 
(j=1,2,.…,1) (2.151) 
qix,y1ioyas yn) —0 
(i21,2,--,mim«n) (2.152) 
其 中 Kx ) 称 为 拉 氏 乘 子 。 


证 明 : 假设 约束 方程 为 
gi(x,y i, ya yI.)=0 (i—1,2,:«,mym«n) "rur 
是 独立 的 ， 即 其 吕 阶 函数 行列 式 中 有 一 个 不 为 零 ， 如 


D(o1,92.77 99). 
Z= =a pri AL a wa Se, D 2. 153 
Dyis Yost yn? ( ) 


根据 泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 8j 二 9?， 则 有 


x — 
! ei 


js y; | 59r. (F)6y, dx o 
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(一 1,2， aa) (2. 184) 
bids e NM 的 关 


~s 让 和 
之 了 f=1 Əy; 352] 
| 1 y; 


(j51,2,:,0) (2.155) 
# Tay FE e I ROC, 因为 它们 必须 满足 约束 条 件 
《2.145) 式 ， 朵 此 不 能 应 几 变 分 法 某 汪 引 理 。 
Bi(2.145)4&, TR . 
J MGE, ë&y;dx=0 (2.156) 
把 (2， ORANICE; a mas 则 得 


7 aF JF m 
J E[25 + -3(25)]enas-o 
(2.157) 
WS ACE IB HERE BERE. XEER Ai( x)(jm1,2,-,m)nT 
RIEN m 


pur | (2.158) 
由于 (2.135) 式 成 立 , 可 由 (2.158) 式 求 得 mA BEIGE, 
这 样 ， 变 分 方程 (2， 157) 式 中 ， DUK s RD 
pip og 


21j-"*1 tal dy; eut ER sr] A 
(2.159) 
zepiféy;Q mi.moc2, 9) 已 是 任意 的 函数 ， 可 以 让 用 E. 


分 法 基本 引 理 求 得 


j=m+1 gi (21 3y; 


. bí * 


(j2md1,m42,-*,n) (2.160) 
把 方程 (2.158) 和 (2.160) 式 相册 ， 就 得 到 泛 顶 了 实现 条 人 性 极 值 
时 ， 变 量 函 数 yil) E Al) 应 满足 的 尤 拉 方 程 和 约束 条 件 ， 即 


aF 4 Dal a 2. Jo 


EET (4 ayi dx\3y7 
(j—1,2,*,n) (2.161) 
qgi(x.yi1,ss7 Yn)=0 
(i21,2,--,m,m«n) (2.162) 


这 些 方程 正 是 泛 冰 了 实现 无 条 件 极 信 时，y;(x) 与 4:(x) 应 满足 的 
欧 拉 方程 (2.151) 和 (2.152) 式 。 定 理 证 着。 


2.6.2 WTA HRA 
SUE AR LIE RBS. ye mou 
Qi(xsyisYos »YnsY12Y2s 7» Y3) 00 
(1109,95 mn 
T. HERB 
T= {Fy ya yy de 
实现 极 信 的 问题 。 这 里 的 约束 条 件 就 是 微分 方程 。 
EEL: FARKA) y aA RR E 
PILLI Y 1Y 23s Yes Yis Yasta ys) =Ù 
(i=], 2, mmn) (2.163) 
和 边界 条 件 
yii=yi(xi), xnceyixi) (jJ=1,2,-" n) (2.164) 
D ERAS: 
ES 
12 [A FGoyiva sre yada (2.165) 
实现 极 值 叶 ， 则 等 价 子 变量 函数 Ji(x) 和 适当 选择 的 iG) RT, 
fiiit A 
. 58 . 


JI=| Fax (2.166) 
EHAR ZEF, ZAKARI XB, 
F=F+ Y xu (2.167) 
í-1 
REAJI KRR fh mix yjOx) HA:C x ) HW E BU JC Dr 2 
为 
aF avi... əF gei 
3y (Eom dx (S EDGE J> D 
(j=1,2,.",1) (2.168) 
Qi(x.Yis ss. Vn yi. ys 2 yn )=0 
(i—1,2,-,0; m«n) (2.169) 
证 明 可 看 参考 文献 [2 一 5]。 
2.6.3 ”积分 型 约束 条 件 
现 丰 探讨 变量 函数 y;(x)、yY(x) 谋 约束 条 件 
72 F. t , 
[Listener dr 
(121,2,-«,mym«n) 
I 3 8 A8 ri: 


yicyixi) yis=yKx,) G762,7,n) 
F, [EZ 
To [A FGorsere moe virtud 
实现 极 值 的 问题 。 
这 里 的 约束 条 件 为 积分 形式 。 解 决 这 类 约束 条 件 的 办 法 是 把 
积分 形式 的 约束 条 人 忻 化 为 微分 形式 的 约束 条 件 。 
为 此 ， 令 
Ga)= f Go yide Ye yox eds 


. B9 >» 


XGi(x1)70, Gi(x,)=l; 对 x 求 Gi 的 导数 ， 得 
=p x, Yr yo. yn Yis 29 Ya) 
把 积分 约束 条件 化 为 佑 分 约束 条 件 ， 就 可 以 在 具有 微分 型 约束 条 
FF T RTI ER TUB ECT Bi. 
3EXB K: UE GEHE yx) y, Ge) READER TE 
72 1 , 
Poesy yayi yhde 
(i=1,2,., miman) (2.179) 
和 边界 条 件 
371= 一 3Hx1)， yis yix) (}=1,2, n) (2.171) 
fE iT A : 
J= FG sigas ya yh ) dx (2.112) - 
MRE, MWE PERKA G MARR TAC) WZA 
J=? ee Eup: jas (2.173) 
1 i=) 


在 其 边界 条 件 (2.171) 式 下 ， 实 现 无 条 件 极 值 。 
使 泛 函 J 实 现 航 什 时， 变量 函数 yj(x) 与 hi(x) 应 满足 的 克拉 
方程 为 | 


9F 4. y^ 4, (45301. d(9F. Ly hla?) 
tiu) (25, E G099f)—o 


ayi ia ay; dx\ay i7 
(j21,2,:5,9) (2.174) 
A iG) o (i—1,2,8,7*,m) (2.175) 
gi—Gi=0 (i—21,2,--,m) (2.116) 


由 (2.175) 式 可 知 4i; 为 常数 ;县 中 (2.176) 式 就 是 约束 条 件 (2.170) 
式 。 由 尤 拉 方 程 求 得 的 通 解 中 有 c1,c。，…,czs 个 积分 常数 ， 拉 氏 
RETHA Aa rn Am 个 常数 乘 子 。 它 们 可 由 2m 个 边界 条 件 (2.171) 
式 和 和 zm 个 积分 型 约束 条 件 (2.170) 式 来 确定 ， 详 细 论 证 可 H Sy 
文献 [2 一 5]。 | 
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2.6.4 对 偶 原 理 


同一 物理 (或 力学 ) 问题 ， 可 用 两 个 不 同形 式 的 变 分 六 题 估 
找 述 ， 其 中 一 个 变 分 问题 中 的 变 分 约束 条 件 《 变 分 条 件 ) 为 另 一 
个 变 分 问题 中 的 变 分 条 件 〔〈 变 分 约 来 条 件 ), 其 福全 曲线 应 该 于 外 
向 的 。 这 两 个 不 同形 式 的 变 分 问题， 存 互 逆 变 换 下 形 成 对 称 形 
式 。 这 各 对称 形 式 称 为 对 偶 原 理 。 


A S BU RS. 
在 积分 型 约束 条 件 
1- [Gy Dist (2.117) 
F, EEK 
J- [FG ds (2.118) 
实现 极 秆 问题 的 极 信 曲线， 等 价 于 在 积分 型 约 吏 条 人 性 
T=| FG y. dæma (2.179) 
F, GE P 
| J=| or dx (2.180) 
Sc n t E ER B 38 (8 Bh x 
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第 三 章 ”古典 变 分 原理 


85.1 WE $ 


3.1.1 变 分 问题 与 微分 方程 

就 物理 或 力学 而 言 ， 其 变 分 问题 与 微分 《 尤 拉 ) 方程 是 等 价 
的 ， 可 以 弛 物理 或 力学 中 的 变 分 问题 化 为 微分 方程 进行 求解 JE 
可 把 描述 物理 或 力学 的 微分 方程 化 为 泛 函 的 变 分 问题 进行 求解 。 
虽然 微分 方 积 的 措 述 形式 具有 普遍 性 ， 但 转化 为 泛 函 的 变 分 问题 
的 描述 还 是 有 条 和 件 的 。 

物理 或 力学 问题 的 微分 方 释 的 求解 常常 是 困难 的 ， 但 转化 为 ` 
泛 函 的 变 分 问题 进行 近似 求解 则 是 很 方便 的 ， 特 别 是 近代 由 于 计 
算 技术 的 发 展 ， 形 成 了 多 种 类 型 的 卓有成效 的 计算 方法 。 这 些 计 
算 方法 就 是 利用 泛 函 的 变 分 问题 去 近似 求解 物理 或 力学 中 的 问 
是 。 这 就 是 近代 变 分 方法 为 什么 会 引起 科学 技术 工作 者 重视 的 原 
因 。 科 学 家 为 此 进行 了 大 量 地 研究 工作 ， 促 进 了 变 分 原理 的 发 
展 ， 形 成 了 现代 变 分 原理 ， 并 为 建立 各 种 不 同类 型 的 离散 方法 提 
供 了 理论 基础 。 


3.1.2 古典 变 分 原理 


所 谓 古 典 变 分 原理 系 指 在 固体 力学 的 发 展 过 程 中 ， 最 时 形成 
的 具有 变 分 约束 条 件 的 势能 变 分 原理 和 余 能 变 分 原理 。 其 变量 函 
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$13 容许 函数 类 


在 势能 变 分 原理 的 泛 函 中 ， 容 许 函 数 在 整个 定义 域内 足够 光 
滑 ， 自 然 满足 应 变 位 移 关系 式 ， 以 及 人 在 位 移 边界 上 满足 已 知 的 位 
移 边 界 条 件 。 

在 余 能 变 分 原理 的 泛 函 中 ， 容 许配 数 在 整个 定义 域内 满足 平 
交 方 程 ， 以 及 在 力 的 边界 上 满足 已 知 的 力 的 边 举 条 件 。 固 体力 学 
的 古典 变 分 原理 的 详细 论述 请 参阅 文献 [! 一 11]。 I 


83.2 弹性 力学 的 古典 变 分 原理 


:3.2.1 势能 古典 变 分 原理 ` 


1. LII. 

变 分 约束 条 忻 为 l 

(1) 应 变 位 移 (1,2) 关 系 式 ， 

(2) 已 知 位 移 边 界 条 件 (1.8) 式 。 

在 满足 变 分 约 来 条 件 的 容许 函数 中 ， 使 下 面 泛 函 C. DRE 
NEER Hen Mu AEI AA KR 


n- ceo aao — || Pies (3.1) 


其 中 A(ei) 为 (1.9) 式 。 

这 个 原理 的 变 分 条 忻 为 应 变 表 示 的 平衡 方程 及 已 知 力 的 达 界 
条 件 ， 它 的 一 般 约 束 条 件 汐 应 力 应 变 式 (1.3) 或 (1.5) 式 。 

证 明 ， 泛 丽 (3.1) 式 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 去。 
TED GEARS : 
.ëli= je Duc Bi] 
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E Cs 2) 


利用 应 变 位 移 关 系 式 把 8e1; 采 5ui,1 代 之 ， 再 应 用 分 部 积分 法 和 格 
林 公 式 ， 方 程 (3.2) 式 蛮 为 


ali = Wi- ~F: Suds 
CG 


- Toa -Pi jawas=。 (3.3) 


BITES, 上 有 ui 二 Zr， 故 Su 二 68; 二 0、 = SiS 上, 
仅 有 在 S=S: 边 界 上 的 积分 项 。 
丙 变 分 法 基本 弛 至 ， 可 得 


(B5) Fio (V) (3.4) 
(P Ju P =o | (S,) (3.5) 


由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 约束 条 件 、 变 分 条 件 和 和 一般 约 
束 条 作为 求解 弹性 力学 问题 应 满足 的 全 部 微分 方程 (1.1~1.8) 
式 ， 故 泛 函 《3.1) 式 在 驻 值 条 件 下 的 解 为 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 
在 求 得 应 变 函 数 后 ， 可 应 用 一 般 约束 条 件 求 应 力 函 数 ， 证 毕 。 

2. WAAN 

3i TE WE BR LX 1- et 8 g RE: 28 (8 CR, f 

Benu, et Bit 为 容许 解 ， 并 了 

gf =e tbe, ut-—uitóui (3.6) 
把 (3.6) 式 代入 (3.1) 式 ， 则 有 
D GT, ut)o || LAG 965) P eG bucddo 


- [PG su as 
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M í —. amm m E PR S dn Ns 


=H (e, ui) aN +R, 


n= fji 22 3A Pai F;6u, Jav- axa 


Y 


"i — gi; Dert dou 
TET 


Ri 为 高 阶 微量 项 。 
由 上 述 分 析 可 知 ， 真 实 解 使 (3.8) 式 为 零 ， 即 
SH=0 
击 于 4 是 一 个 正定 二 次 型 ， 所 以 有 
Mo 
式 中 等 号 仅 当 er 一 0 时 成 立 ， 故 有 
II*(ef ,,u) 2 H(eis, ui) 
所 以 势能 古典 变 分 原理 为 极 什 原理。 证 毕 。 


3,2.2 余 能 古典 变 分 原理 


变 分 约束 条 件 为 
(1) 平衡 方程 (1,1) 式 ， 
(2) 已 知 办 的 边界 条 件 (1.7) 式 。 


(3.7) 


(3.8) 


(3.9) 


(3.10) 
(3.11) 


(3.12) 


en CT BIEIRCS 13) XC 


现 驻 值 条 件 的 gss 和 ws 为 弹性 ; 学 问题 的 真实 解 。 
s [atrio Bue tte 


其 中 B《ows) 为 (1.10) 式 的 余 韶 密 度 。 


(3.13) 


这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 位 移 关 系 《 或 为 应 变 位 移 关系 ) 
及 已 知 位 移 边 界 条 件 5 它 的 一 般 约 东 条 件 为 应 方 应 变 关 系 式 (1.4) 


式 ( 或 (1,6) 式 )。 


证 明 ， 泛 函 (3.13) 式 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 
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现 进行 变 分 运算 。 
s= are ies edo ds 一 0 (3.14) 
因为 存在 变 分 约束 条 件 
gsnit+Fi=0 
故 8c0ij 不 是 任意 的 ， 巾 变 分 约 来 条 件 可 得 


l^ $0;;;dv—0 (3.15) 


将 (3.14) 与 (3.15) 式 从 好 ， 风 得 
== 155; — -H Ai Boiss | ]dv— fes gá l; ds=0 (3.16) 


2 


利用 分 部 积分 法 和 格林 定理 ， 山 . s 


s= I AB y.) 5r; do 
on 


- [| e280 ds 一 (3.17) 


$2 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (3.,17). 心 得 
2. Aes (V) (3.18) 
üi:—Ài:—0 ($,) (3.19) 
因 在 已 知 力 的 边界 Si 上 上 ， 有 Bowsls 二 5Pi==0， 于 是 在 边界 S=S, 
+S, E, 仅 余 下 边界 Ss 土 的 积分 项 。 

作 边 界 上 已 知 41 二 于 ， 因 A 是 由 区 域内 化 到 边界 上 的 物理 

量 ， 因 此 在 区 域内 4 二 如 的 条 件 成 立 ， 散 (3.18) 式 可 写 为 


22- H uer uj.:—0 (3.20) 
应 用 一 般 约束 条 件 (1.6) 式 和 方程 (3.20) 式 可 写 为 
ee 一 到 uisi c0 (3.21) 
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由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 约 来 条 件 、 变 分 条 件 和 一 般 约 
床 条 件 为 求解 弹性 力学 问题 应 满 是 的 全 部 微分 方 #E(1.1—1.8) 
式 ， 所 以 泛 函 (3,13) 式 在 驻 值 条 件 下 的 解 为 弹性 力 党 问题 的 真实 
解 。 在 求 得 应 力 函 数 后 ， 可 应 用 一 般 约 束 条 件 求 应 变 函数 。 证 毕 。 
”现在 证 明 这 个 原理 亦 显 极 值 原理 。 
(Eo flu SERE, oT, lu? y ERR, HR 
g$ =o: HOi; ` (3.22) 
wG. 22) 式 代入 (3.13) 式 ， 则 有 
Llo) = -[] stes [uto + Soij)lids 


52 


=%(c¿àó)+0S0(g D+ 082 S oa) R, (3.23) 


其 中 I f 
DL = [Pst [n 5g sly ds (3.24) 
525 = P p -ois Ore dv (3.25) 
及 :为 高 阶 微量 项 。 
由 上 述 分 析 可 知 ， 真 实 解 使 (3.24) 式 为 替 ， 即 
: 627-0 (3.26) 
就 线 弹 性 力学 而 言 ， 有 
6? gm (3.21) 
[05 5:3; yE TE RESEGRCTURL E. NUR | vim 
S'*(at,) Z2 ois) (3.28) 


所 以 余 能 古典 变 分 原理 是 极 人 原理 。 证 毕 。 
83.3 有 限 变形 弹性 力学 的 古典 变 分 原理 


3.3.1 势能 十 典 变 分 原理 
变 分 约束 条 件 为 
. 68 o 


(1) 应 变 位 移 韭 线性 关系 式 (1.15); 

(2) SARRA RIO.) 

TREED A EATA H, E FEZ. 29) K sr 
MEEA jes Mu A REE SE E a 3: ge 


m=) Pee | Pisas (3.29) 
APA HLN, 26) 式 的 势能 密 诬 。 
这 个 愿 埋 的 变 分 条 件 为 诺 变 和 位 移 表 示 的 平衡 方程 及 已 知 办 
的 边界 条 伞 ， 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 万 应 变 (1.18) 式 。 
证 明 ， 泛 范 (3.29) 民 的 驻 值 条 件 为 
d= he eu Fui fP, ‘Buids=0 (3.30) 
利用 应 变 位 ; deb X RR. 15) 式 ， Ew 中 的 第 一 项 变 为 
| a snot 
d ij 


二 一 [Eum (ush; jit Hei OUc i-us, Ous, dv 


E T (Örkit ux :)8us, do 
gii j 


HEH ` 分 法 和 格林 公式 ， 上 式 变 为 


| A DUTNSRPPATU 


-j- E: A Queso ] uz do 
+i SE ARE TETA (3.31) 
z 9; 


HESH b. Ujuc=u js 故 58: 一 0， 所 以 在 边界 S 上 仅 余下 
在 边界 S=Sy 上 的 积分 项 。 
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把 (3.31) 式 代入 (3.30) 式 ， 得 
an= [| -([2^ a rao] tP ów 


+ [I 25 Ortuen oti P. föumds=0 (3.32) : 
31 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
JÅ ç, N 
| Beet) the=0 (V) (3.33) 


BÅ (Setur) —Pe=0 (S1) (3.34) 
gei 


利用 一 般 约 来 条 件 (1.18 ) 式 ， 方 程 (3.33)、(3.34) 式 变 为 
[o ss Bast us e )], + FP —0 (V) (3.35) 
e (Bx usi)l;— PI =0 ` (Si) (3.38) 
由 上述 分 析 可 知 ，、 这 个 原理 的 变 分 约束 条 件 、 变 分 条 件 和 一 
般 约 束 条 件 为 求解 有 限 变形 弹性 力学 问题 应 满足 的 全 部 微分 方程 
{1.14~~1.23) 式 ， 故 泛 函 (3,29) 式 在 驻 值 条 件 下 的 解 为 有 限 变 形 
弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 在 一 般 情 况 下 这 也 是 个 极 值 得 理 。 
3.3.2 RITATS RISO 
REDERE 
(1) 有 限 变 形 的 平衡 方程 (1.14) 式 ; 
(2) 已 知 有 限 变形 的 力 前 边界 条 件 (1.22) 式 。 
在 满足 变 分 约束 条 件 的 容许 函数 中 ， 使 下 面 泛 荡 (3.37) 忒 实 
REAR Ku 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 的 真实 和 解 。 
g - [Bo oe Tus l.i c; Jd 
- [|as ohne ue Uds (3.37) 
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其 中 Bo 为 (1.29) 式 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 位 移 关系 式 【 或 为 应 变 位 移 关 系 
式 ) 及 位 移 边界 条 件 ; 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 关 系 式 
《1.21) 式 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 泛 函 (3.37) 式 有 


s= || Beute Uk iÒ ij 
tuno sòus ]ae— || a 
一 0 (3.38) 
E ZA Jj 8 38 RS ADRARTECE 7I E UR 
Duo [o 3(9x H urs) də 
V 


= [7 (aqu, 080a à Tij 6us,;]dv 
Y 
+ faa [o «(8i uk, ll ds 
8 
-[- L(orbànctÀs us 8057 A tk, 80 ij 
y 2 


=i; Àk, 51.;]dv [25 [oiw( Oritur, e)Jl À ds=5 
S2 
(3.39) 
骑 (3.38) 与 (3.39) 式 相 如 ， 则 有 
||: vy PME UN wa) Jon do 


e. —Ax,0)9u5,5 6013 
[2 


T (s t— A6 i)80 5 us |do 


+ Grade de tu, Jas=0 (3.40) 


利用 变法 基本 可 更， 由 (3. AD 
AB VAupbsckAe cues )=o (V) (3.41) 


395 
Em ; (V) (3.42) 
Àr—üsc0 cc l (Sa) (3.43) 


于 是 求 得 74= wr， 将 At 用 nz 代入 (3,42),(3.43) 式 ,可 得 


aB — Qna us chui dina) m (V) (3.44) 
JT: 
了 一 如 一 人 (S,) (3.45) 


(3.44); 式 可 化 为 应 变 位 移 关系 式 。 因 为 应 用 一 般 约 东 关系 式 
《1.21) 式 ， 有 


| PE Gea sunni (V) (3.46Í 

根据 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 约束 条 件 。 变 分 条 件 和 一 般 

约束 条 件 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 全 部 征 分 方程 和 边界 条 件 ， 

故 泛 函 (3.37) 式 实现 驻 值 问题 的 解 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 真 
Do ME 


83.4 -塑性 形变 理论 的 古典 变 分 原理 


塑性 形变 理论 的 变 分 原理 受 简单 加 载 过 程 和 轴 服 条 件 的 约 
pp š Ç 
3.4.1 PE RIDGE OE R se 


THAER 

(1) 应 变 位 移 关系 式 (1.32) 式 ， 
(2) 已 知 位 移 边 界 条 件 (1.40) 式 。 
，72 。 | 


在 满足 变 分 约 训 条件 的 容许 洱 数 中 ， 使 下 面 泛 西 (3,47) 式 实 
3 BE (Et AR PRU ei 名 xu 为 正则 模 量 材料 塑性 问题 的 真实 解 。 
e -race Pada | Pinds (3.47) 


其 中 ACess) 为 (1. 50) 式 的 势能 密度 。 
这 个 康 弄 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 和 已 知 玖 力 的 边界 条 件 ， 它 
的 一 般 约束 条 件 为 应 万 应 变 关系 式 (1.34) 式 。 


3.4.2 应 交 硬 化 灶 料 的 余 能 古 趴 变 分 原理 


Ze AE ADR 28 #E 238 

(1) 平衡 方程 (1.31) 式 

(2) 已 知 力 的 边界 条 作 (1.39) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 的 容许 画 数 中 ， 使 泛 项 (3， WANE 
值 条 件 的 ois 和 u: 为 正 割 模 量 材料 塑性 问题 的 真实 解 。 


“= || oa Jes (3.48) 


RRDA. 51) 式 的 余 能 密度 。 

这 个 壤 进 的 变 分 条 件 为 应 力 位 移 关 系 式 TP 
AAB 528 VE CE- BE 2A SR AR Tb ERRAL.) 
式 。 


3.4.3 理想 刚 塑 性 材料 势能 十 惧 变 分 原理 


变 分 约束 条件 为 
(1) 应 变 位 移 关 系 式 (1.32) 式 ， 
(2) 已 知 位 移 边 界 条 件 (1.40) 式 ， 
(3) REPR eit 二 0。 . 
Xcili i 2E 4E VELACK (EET YE GR Rp, GEILE ADR 3 5E 
值 条 件 的 ei: 和 wi 为 理想 岁 塑 人 性 材料 问题 的 真实 解 。 
3 


a-[j: kV eie: du — fone. (3. 49) 


这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 各 已 知 力 的 边界 条 H EK 
一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 (1.60) 式 。 这 个 原理 叫 Markoff 原 理 。 


3.4.4 理想 刚 塑 性 烤 料 余 能 二 典 灾 分 原理 


变 分 约束 条 件 为 

CQ) 平衡 方程 (1.31) 式 ， 

(2) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.39) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 和 应 力 画 数 注 足 届 服 条 件 1 01, 2k? 
的 容许 函数 中 ， 使 泛 函 (3.50) 式 取 极 大 值 时 ， 为 理想 刚 塑 性 材料 
问题 的 真实 解 。 


L = || cl; U ds (3.50) 
| 
这 个 原理 时 Sadowsky 原理 。 


关于 塑性 形变 理论 的 古典 变 分 原理 的 证 明 ， 请 阅 参 考 文献 
[3、6,9,10]。 


§3.5 ”塑性 流动 理论 的 古典 变 分 原理 


3.5.1 B ERA HE IET ES AX ARE 

AR y PDRARTE OS 

(1) 应 变 位 移 增 量 关 系 式 [1.64) 式 ; 

(2) 已 知 位 移 边界 条 件 (1.70) 式 。 

在 满足 变 分 约 来 条件 的 容许 函数 中 ， 使 泛 函 (3.51) 式 实现 极 
小 值 的 der; 和 dui; 为 应 变 硬 化 材料 塑性 问题 的 真实 解 。 


n=} LA(ders)]dv— |j aP; du: ds (3.51) 
r 81 
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其 中 Aldesy) 为 (1.75) 式 的 势能 密谈。 

这 个 原理 的 变 分 条 作为 平衡 方程 和 已 知 力 的 边界 条 件 ; 一 般 
约 来 条 件 为 应 力 应 变 增 晤 关系 式 (1.65) 式 (或 (1.66) 式 )。 

3.5.2 SERALARI FRETE 

AE £p £3 Sue YE 

C) 平衡 方程 (1.63) 式 ， 

(2) 已 知 力 的 边界 条 性 (1.69) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 的 容许 眶 数 中 ， 使 泛 商 (3.52) 式 实现 极 
小 值 的 dotz 和 dt 为 应 变 厂 化 材料 型 性 问题 的 真实 解 。 

z= 用 B(dois)dv— [aas doriy ds (3.52) 


EPB do )H. TORRARE RE, 

这 个 原 思 的 变 分 条 件 为 应 万 位 称 基 系 式 〈 或 为 应 变 位 欧 关 系 
式 六 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 增 量 关 系 式 (1.67) 式 (或 
(1.68) 式 )。 


3.5.3 理想 塑性 材料 的 势能 十 殿 变 分 原理 


变 分 约束 条 件 为 

(1) 应 变 位 移 关 系 (1.64) 式 ， 

(2) 已 知 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 。 

在 满足 变 分 约 来 条 件 的 容许 函数 中 ， 使 泛 丽 (3.53) 式 实现 被 
IME BS d e ¿Ridu; Jy FR R 251438 bj Fr PE SC RE. 


n=) Alderao— fap, du; ds (3.53) 
i 


其 中 A(dess) 为 (1.80) 式 的 势能 密度 。 
这 个 原 译 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 种 已 知 力 的 边界 条 件 ， 它 的 
一 般 约 来 条 件 为 应 力 应 变 增 量 关 系 (1.79) 式 。 
` 75 ° 


3.5.4 理想 次 性 材料 的 余 能 十 典 变 分 原理 
FE E 0: 28 MEN 
(1) 平衡 方程 (1 .63) 式 ， 
(2) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.65) 式 。 
左 满 是 变 分 约 求 条 件 的 容许 函数 中 ， 使 泛 画 (3.54) 式 实现 极 
小 舍 的 9o1j; 和 和 dt; 为 理想 逆 性 材料 问题 的 真实 饰 。 
Z = i|| Bidos)dv— || dà: decl; ds (3.54) 
| ! 


其 中 BLdeis) 为 (1.81) 式 的 余 能 密度 。 
这 个 愿 更 的 记分 条 件 为 忆 力 位 称 关 系 式 《或 为 沪 变 位 移 关 系 
式 ); 一 般 约束 条 件 为 应力 应 变 增 量 关系 式 (1.78) 式 。 
3.5.5 MAiA dr 6) 3 Ed 0E DES 
AE REN UE HE 
(1) 应 变 位 移 关 系 蕊 (1.84) 式 # 
(2) 己 知 位 移 池 界 条 件 (1.89) 式 。 
在 满足 变 分 约 果 条 和 侍卫 窜 许 函 玫 中， 使 泛 函 (3.55) 式 实现 极 
小 值 的 &57 租 加 为 刚 塑 性 材料 问题 的 让 实 解 。 
n- [[Aceodo- | pasas (3.55) 
XBACGUUPS CL 91 RBS SIRE ERE 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平 衔 方程 和 已 知 力 的 边界 条 件 ， 它 的 
一 般 约 朱 条 件 为 应 力 应 变 式 (1.87) 式 。 
3.5.6 ” 刚 塑 性 村 料 的 余 能 古典 变 分 原理 
变 分 约束 条 件 为 
(1) 平衡 方程 (1.82) 式 ; 
` 16 E 


(2) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.88) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 和 应 力 羡 数 满足 屏 服 条 忻 0,01, 72h? 
Bd EPÉD B, fikin(3.56 X El t KB Io i fa 2 R) 3B TE 
材料 问题 的 真实 解 。 

s= Dosis (3.56) 
82 
xx S LH LT LEE A BB PE XII CP 
E XR Ug BB PI HE BH MA ME, 请 参阅 文献 [3 一 6,9,10]。 


83.6 ” 昌 变 理论 的 古典 变 分 原理 


3.6.1 稳定 蠕 变 流 动 理论 的 势能 吉 典 变 分 原理 


变 分 约束 条 侍 为 

(1) 应 变 位 移 速 度 关 系 式 (1.93) 式 ? 

(2) 已 知 位 移 速 度 边 界 条 件 (1.99) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 及 体积 改变 率 为 零 前 容许 画 数 中 ， 使 泛 
活 (3.57) 式 实现 驻 信 和 条件 的 8;y 和 种 i 为 稳定 蜂 变 理论 问题 的 真实 
解 。 

u-tAcu-Fadee- Pisas (3.57) 

其 中 A(&4;) 为 (1.101) 式 的 势能 密度 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 各 已 知 力 的 边界 条 件 ， 它 的 
一 般 级 桌 条 件 为 应 力 应 变速 度 关 系 式 (1,.94) 式 (或 (1.95) 式 )。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 泛 函 (3.57) 式 为 

an- [| (255 seu Pisis ao [Pasa =o (3.58) 


利用 一 般 约 来 条 件 (1.95) 武 及 250, ERER 


- 


òH =|| onno, 66, Fou; do — || Pisards 
V 1 


=Í] Codét F àv || Piduds=0 (3.53) 
V 31 
ALB RC SUERTE RRGX(1.93)5X.. DENEME XX E 
式 变 为 
ôl = (sis, T Fi )6óu,dv4- (dale Pa )58 9: 
eroi] 


一 0 (3.60) 
其 中 边界 S=S1 十 S$,。， 在 Ss, 边界 上 有 6 二 8 二 0， 因 上 比 仅 余下 
在 Si 边界. 二 的 积分 项 。 

TOSS 得 
0i1jy 十 而 :一 0 (V) (3.61) 
ci 一 五 ;一 0 (S,) (3.62) 
DE A RAR y FER ZR PF. HE AE TREE T LEA k 3 EOS 
稳定 蠕 变 理论 问题 的 全 部 微分 方程 及 边界 条 件 ， 故 使 证 藉 (3.57) 
式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 稳定 娇 变 唱 论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
由 于 泛 孙 (3.57) 式 的 二 阶 变 分 
èN (3.63) 
R GXUUURIEZRIÉTEEURBSRUU, 


3.6.2. f MEX 5 Eb y dt Ro 1 Je k 2 AE 


变 分 约束 条 件 为 

(1) 平衡 方程 (1 .92) 式 ， 

(2) 已 握力 的 边界 条件 (1.98) 式 。 

在 满足 变 分 约束 条 件 的 容许 苞 数 中 ， 使 泛 沙 (3.64) 式 实现 驻 
ARIER Ci 和 zi 为 稳定 蜂 变 理论 问题 的 真实 解 。 


a 78 * 


|| tende [ostiis (3.64) 
2 


其 中 Bfciy) 为 (1.102) 式 的 余 能 密度 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 位 移 症 度 关 系 式 〈 或 为 应 变 位 移 
速度 关系 式 ) 和 已 知 位 移 边 界 条 性， 它 的 一 般 约束 条 件 为 应 力 应 
变速 度 关系 式 ( 1.96) 式 (或 (1.97) 式 )。 

证 明 。 在 驻 值 条 和 件 下 ， 泛 咀 (3.64) 式 为 

sg = Rg. a usus (3.65) 


HIT RI dC RUR EA 2 OR HEC 1.9228, CI 
由 are 


=|] (AiBó ii), udw— fe jio gd 


v 


-| (AsBously xs- [^ jG do 


8 
-[ Acaba |a, jG 209 = 0 (3.66) 


85 


因 在 S1 上 有 650;sl; 二 6B; 二 0， 故 在 边界 $= Si48, 上 ， 仅 余 上 S; 
UA EG fA 4 nii, 
将 (3.65) 与 (3.66) 式 相 加 ， 则 有 
6s = (pum ELLO do 


aci 

ee (3:87) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 

a (V) (3.68) 


*» 79 >» 


WV i=0 (S,) (3.69) 

出 于 入 是 由 区 域内 部 化 到 边界 上 的 ， 故 1 的 物理 性 质 不 变 ， 

A EIR EARE ER, ERARI A 2g DLP XE EP. 所 以 
(3.68) 式 变 为 

gB(oss) -i nins Pisco (V) (3.70) 


goi 
TIE —82U IRR (1.97) X, PAEH 
Bu ber püncco (V) (3.71) 


方程 (3.69) 式 可 写 为 
us—üi—0 (Sa) (3.72) 
由 上 述 可 知 ,这 个 原理 的 变 分 约束 条 件 、 变 分 条 件 和 ~* 般 约束 
条 件 为 稳定 蠕 变 理 沦 问题 的 全 部 微分 方 各 和 边界 条 件 ， 故 使 泛 函 
《3.64) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 稳定 媳 变 理论 问题 的 真实 解 。. 证 毕 。 
由 于 汽 函 (3.64) 式 的 二 阶 变 分 
8? 27 2x0 
HR. HoxTOEBENOSRQEGNUS. 


$37 有 限 变 形 里 变 理论 的 古典 变 分 原理 


3.7.1 T—: 


” 变 分 约束 条 性 为 

(1) 应 变 位 移 速 度 关系 式 (1.105) 式 ; 

(2) Bm pr EE SE REX ROR PERCY 111058. 

在 满足 变 分 约束 笨 件 及 体积 改变 率 为 零 的 容许 函数 中 ，' 使 泛 
函 (3.73) 式 实现 驻 值 条 件 的 #4 和 :为 有 限 变 形 稳定 蜂 变 惠 论 问题 
PUR SERE, 


* 80 >» 


n- [cesa Pao do- | Piscis (3.13) 
1 


HPA GU). 113 )98 88 EM GE E EHE. 
这 个 大 中 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 (1.104) 式 和 已 知 力 的 边界 
条 件 (1.110) 式 ， 它 的 -一 般 约 束 条 件 为 应 方 应 变 (1.106) 式 〈 或 为 
(LIDA) 
TA: RERET, ECBA 
an= [[(25 55:2 68: — Fi 64; )du 


Y 
一 有 Pisaids=o (3.74) 
Si 


利用 一 般 约束 条 件 (1.107) 式 及 68+; 二 0，. 上 式 变 为 
an= [Hos 8é;;— F, òg: do- [| P. us ds =o (3.75) 


B, 
M HE nue du iveuEHe/(G0 TAR VV LX SRE El AX EA KK Rk AN GS ME ono 


实 解 。 iE, 
3.7.2. 余 能 古典 变 分 原理 
EDARRA 
(1) 平衡 方程 (1.104) 式 ! 
(2) 马 知 万 的 边界 条 件 (1.110) 式 。 
在 满足 变 分 约束 条 件 的 容许 函数 中 ， 使 泛 郊 (3.79) 式 实现 驻 
信条 件 的 ct 和 和 z 为 有 限 变形 稳定 请 变 理论 问题 的 真实 解 。 
g-|[Boode- [outre bas (3.79) 
Y S2 
其 中 BCo;;) 为 (1.114) 式 的 余 能 率 密度 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 位 移 速 度 关 系 式 〈 或 为 应 襟 位 移 
速度 关系 式 ); 它 的 一 般 约束 条 件 为 (1.108) 式 (或 (1.109) 式 )。 
证 明 ， 在 驻 值 条 人 忻 下 ， 泛 函 (3.79) 式 变 为 
k= | 3ciydqg -[esesttctue onn 
=o ` (3.80) 
BT AZ AU RO YP A tp, XBEu-0, NUR 
[i] As6 Lo ial Bpit ux, i)],s dv 


= [tuac m usi) do 


- [eater Doss doo (3.81) 
将 (3.80) 与 (3.81) 式 相 加 ， 利 用 格林 公式 ， 得 


ase [1] 2509411 k T E Jm dv 
st gOou 


[| 2 08( (tu, 1 )as=o (3.82) 
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KEAS LE 
Slos drit ur i)li) — Pr —0 (3.83) 
因此 仪 余下 演 界 $。 上 的 积分 项 ， 
利用 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
gB(au). Ae {Oritur )=0 (V) (3.84) 


gT ii 
Àk—ü&— 0 (S,) (3.85) 
HERA, Ax. diu LA aRU E SR. BA Ae REA C A K 
化 到 边界 上 去 的 ， 册 其 物理 性 质 不 变 ， 所 以 在 区 域内 部 亦 为 位 移 
速度 攀 理 量 ， 故 (3.84) 式 变 为 
9B). us, (Bei usc) 0 (V) (3.86) 
利用 一 般 约 束 条 件 (1.109) 式 ， 上 式 可 变 为 
éu— s Ger Bri sas asa ia) 0 (V) (3.87) 


方程 (3.85) 式 亦 写 为 
ük—4:—0 (8,) (3.88) 
由 上 述 可 知 , 这 个 原理 的 变 分 约 柬 条 性、 变 分 条 件 和 一 般 约 束 
条 件 为 有 限 变形 稳定 蠕 变 理论 问题 的 全 部 伐 分 方程 和 边界 条 件 ， 
故 泛 函 (3.79) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 有 限 变形 稳定 旺 变 理论 问题 
的 真实 解 。 证 毕 。 
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第 四 章 广义 变 分 原理 


84.1 HE xk 


4.1.1 广义 家 分 原理 


广义 变 分 原理 相对 于 二 典 变 分 原理 而 言 ， 系 指 应 用 拉 氏 乘 子 
法 把 具有 变 分 约束 条 人 忻 的 吉 典 变 分 原 于 ， 化 为 无 变 分 约束 条 件 的 
变 分 原理 (或 化 为 具有 部 分 约束 条 件 的 变 分 党 更 )。 广义 变 分 原理 
有 两 个 特点 ， 其 一 是 具有 部 分 变 分 约束 条 性 《或 完全 无 变 分 约束 
条 件 ); 其 二 是 待 解 路 数 定义 域 是 在 整个 积分 域 上 和 定义 的 ， AU 
分 的 光滑 性 。 


4.1,2 f X ihi 


## 3 COP EUR REIR HERE E SUE IRR 的 广 
义 泛 汞 的 方法 ， 这 样 就 使 构造 广义 泛 亢 的 方法 建立 在 严格 的 数学 
方法 的 基础 上 ， 使 深入 分 析 )* 义 变 和 分 原理 及 促使 它们 进一步 发 展 
建立 了 理论 基础 。 | 

8 H7] RAE r I BJ” SLE jy CB HECTORE E RT RID IDH R 5 
数值 计算 的 理论 基础 ,所 以 引起 了 广大 科学 工作 者 的 兴趣 ,促进 了 
广义 变 分 原理 的 迅速 发 展 ， 参 考 文献 -2~5] 进 行 了 系统 的 论述 

-本章 基于 下 述 观点 建立 了 二 类 独立 变量 函数 长 其 它 一 系列 广 
义 变 分 原理 ， 用 变 今 同 题 来 推 还 由 体力 学 范 辐 册 的 问题， 用 拉 民 


m8 4 . €. 0? 0c? 0.5 rc ^4 c9 £3 5 9? 35 5 5 
w e 9 ù 739 ù ò s v >o $9 y y œ 
和 


© e's ... 


4.1.3. 3f 5 & 2k E ERA 


基于 古典 变 分 原理 中 的 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 ， 利 
用 线性) 拉 氏 乘 子 法 建立 广义 变 分 原理 时 ， 不 能 把 应 力 应 变 
(应 力 应 变速 度 ) 关系 式 转 化 为 变 分 条 件 。 因 为 在 古典 变 分 斋 
理 中 的 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 ， 是 道 过 应 力 应 变 《 应 力 
应 变速 度 ) 关系 式 进 行 变量 代 换 ， 消 去 了 某 一 类 〈 应 力 或 应 变 ) 
变量 淆 数 而 形成 的 ， 应 力 应 变 ( 应 力 应 变速 度 ) 关 系 式 是 古典 变 分 
原理 的 一 般 约 东 条 件 ， 所 以 用 (线性 ) 拉 氏 乘 法 是 不 能 使 一 般 约 
束 条 件 一 应 力 应 变 ( 应 力 应 变速 庶 ) 关 系 式 转化 为 变 分 条 性 的 。 

为 了 建立 真正 的 三 类 变量 画 数 的 广义 变 分 原 刺 ， 必 须 突破 传 
统 的 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 ， 使 应 力 应 变 《 序 力 应 变 隶 
HO) 关系 式 成 为 变 分 原理 的 变 分 约 东 条 件 ， 然 后 在 新 形式 的 势能 
密度 与 余 能 密度 的 基础 ].， 利 用 CAE) 拉 氏 秋子 法 建立 真正 的 
三 类 变量 两 数 的 广义 泛 吕 及 其 广义 变 分 原理 [61。 


4,1.4 规 一 化 问题 


由 于 历史 原因 ， 把 势能 与 余 能 的 古典 变 分 原理 称 为 标准 型 变 
分 原理 。 基 于 三 类 变量 & 数 的 广义 变 分 原理 ， 当 把 变 分 条 件 还 原 
为 变 分 约束 条 件 时 ， 通 过 变量 尿 数 的 代 换 ， 二 类 变量 基数 前 广义 
变 分 厌 理 可 退化 为 一 系列 其 它 类 型 的 广义 变 分 原理 ， 最 后 可 得 到 
-标准 型 变 分 原理 ， 这 个 过 程 叫 规 一 化 方法 。 这 就 是 一 般 原 理 的 哲 
党 观点 的 内 五 。 应 该 看 到 、 根 据 哲 党 观点 ， 最 广泛 的 … 般 原理 中 
必然 含有 旧 有 的 短 理 ， 并 且 当 条 件 变 化 时 ， 可 由 一 般 原理 导出 新 
型 原理 。 


4.1.5 K £ + 
在 建立 广义 变 分 原理 时 ， 正 确 的 识别 拉 氏 乘 子 是 很 重要 的 ， 
* 86 ° 


这 里 需要 注意 以 下 儿 点 ， 
其 一 是 确定 拉 氏 乘 于 时 不 要 导入 变 分 约束 关系 ， 从 而 使 广义 
变 分 原理 具有 有 变 分 约束 条 件 。， Kn 求 ERATES ES 


EE gig t y (aou eir) 


时 ， 不 要 采用 
0i; = Gij 
关系 。 也 就 是 说 ， 确 定 拉 氏 乘 子 时 用 测 了 应 力 应 恋 关 系 式 ， 从 而 
使 庶 力 应 变 关系 式 成 为 变 分 原理 的 变 分 约束 条 件 。 f 
Je SE SSE 52 a IER RORIUUGYEORÉ, MERRE 
[e Eat SC OE aska EE D. bin, MEPESI Z 
HRR, ESI HBIORSEURI 
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关系 。 也 就 是 ， 不 要 采用 先 验 性 结 杂 ， 令 拉 氏 乘 子 jz 一 必 代 之 ， 
而 应 膝下 


26... do=0 


XJ, ERR T ALBAE [a| pte Don S ase o 
其 三 是 在 由 势能 密度 建立 广义 泛 隐 讨 ， 应 采用 应 力 应 变 关系 
式 


Tig—iyei Ert S O 
Eak ki, GERHOVOEGNGÉCRURRVAIGOER, DBIRITRHRGEGRO pham h 
要 遵守 这 个 原则 。 
在 由 余 能 密度 建立 广义 泛 冰 时 ， 应 采用 应 力 应 变 关系 式 
Eis—bijri Okt=0 
也 就 是 说 ， 要 用 应 力 孙 数 表示 上 站 : 变 画 数 ， 则 时 在 确定 乘 子 过 程 中 
要 遵守 这 个 原则 。 
综 上 记述， 可 知 拉 氏 乘 子 是 唯一 的 ， 不 会 导入 变 分 约束 条 件 


R7 o 


(或 消去 变 分 条 件 ) 就 能 形成 基于 劳 能 密度 与 余 能 密度 两 大 类 到 
的 各 类 广义 变 分 原理 。 


84.2 弹性 力学 的 广义 变 分 原理 


4.2.1 势能 密度 与 余 能 害 度 的 数学 形式 
为 了 建立 三 类 训 最 函数 的 广义 泛 冰 及 其 广义 变 分 原理 ， 采 用 
下 面 新 型 势能 澳 度 与 余 能 密度 的 数学 形式 
T. 势能 密度 
在 应 力 应 变 (1.3) 式 为 变 分 约束 条 性 时 ， 势 旋 密 度 (1.9) 式 可 
A(ei) m aus eng £i — Á( mig, 615) = = oes (4.1) 


2. REEE S 
TE SEI ERE (1.4) KWD EI EE CL. 2) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 
余 能 密度 (4 .10) 式 可 表示 为 


Bos) 7 burro B(riptii) o 06 eig m 


I =B Couns) em Us (4.2) 


š. 平衡 方程 的 形式 
平衡 方程 作为 变 分 约束 条 件 时 ， 应 用 太 变 函数 表示 为 
Gig Pi (aca esr) 7 十 而 ;一 0 (4.3) 
这 是 因为 佘 能 十 典 变 分 原理 为 势能 古典 变 分 原理 的 对 倡 原理 ， 在 
势能 原理 中 的 变 分 条 件 〈 平 衡 方程 ) 是 用 应 变通 数 袁 示 的 ， 因 此 
在 条 余 能 十 典 变 分 原理 的 泛 抽 建立 广义 原理 的 泛 函 时 ， 变 分 约束 
条 件 ( 平 和 益 方 程 ) 应 复原 用 应 安 轴 数 老 示 。， 这 也 是 由 于 匹配 关系 所 
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4.2.2 三 类 变量 画 数 的 势能 广义 记分 原理 
1， 建 立 三 类 变量 臣 数 的 广义 泛 函 
在 应 变 位 移 (1.2) 式 、 应 力 应 变 (1.3) 式 和 已 知 位 移 边 界 条 件 


G. 3) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 势能 十 典 变 分 原理 前 泛 趣 (3.1) 并 可 
AW I 


H. 2t ju ei Fa) dv — locas (4.4) 
XTG.0X, MHP E Se Tika sr LEPRE iz B, 
于 是 有 . | 


1 E ' 1 
S, e [I ions iuu) t arcu qM RTT a 9 
u 2 l z 2 


+ ii 一 在 ii Exi) av= [Pinas 


十 [aaas (4:5) 
8, 
Kihas-as, Bi 2B ACHIIKGET, 
Aisy Ei, Mi, Qija Bis, Ài dy dà LERARO H Fi sk 
f& & t 
8G,, = 0 (4.6) 
BW ST, WA 


1 : 
8G, a= HO gu My Wig P ty, )505 
T (ci —aini ef Gigs, F you; 


+U Tit aij aije Ba) beis 


十 (; ij pes y gir P;)5u:ds 


1 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (4.7) 式 可 得 
al Dit. 
€ij7 Hoi 24500 
Ci 一 和 JIE 人 
D FB: == 0 
4:,5— F0 
3 Gigt dis — igilur 
aijly L P =0 


u:i- B = 0 


于 是 得 

] 
2 
aij 一 l (o «ai aesxi ext) 


A mM (si tH ai gui Enc) 


+ [tu a262c G7 20109udsmo (4.1) 
ç 


(V) (4.8) 
(V) (4.9) 
(V) (4.10) 
(V) (4.11) 
(S (4.12) 
($,) (4.13) 
($,) (4.14) 

(4.15) 

(4.16) 

(4.17) 


方程 (4.8 一 4.17) 式 包括 了 弹性 力学 问题 应 满足 的 全 部 方 
程 、 边 界 条 件 及 全 部 拉 氏 乘 子 。 将 拉 氏 乘 子 代入 (4.5) 式 ，(4.5) 


式 可 变 为 


人 == |! | 人 cie Pai)- l Eis Tij dtikt £x1) 
'» - E 


= 5 《ci 十 Qoiti ee (eg Hi;— LE 
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一 [| asas - II 和 (ois taiki exi)l;(u:—üi)ds 
; 


(4.18) 
对 (4,.18}》 式 进行 化 简 ， 可 得 


Mf - 1 
G,.-,=|l | 99i ui; — Fus S €i4(0 15 aigi £k) 
ve 2 


| l (ci; t aijsi exl (ui — üi)ds 


E 
E 


== [5a 
z, 


| (4.19) 
负 此 可 得 


(ra 
Ce _ aI = [ [a Qijki Eij Exi Pils 


1 1 1 
一 到 (ci tae: exo( £jj——y ue; ~ jus) av 


下 y (rain e) (u - ads 
(4.20) 

E (184.200 UE RE RAYVER XE, 
基于 它们 可 以 建立 没有 侍 何 变 分 约束 条 件 的 二 类 独立 变量 孔 数 的 
广义 变 分 原理 。 弹 性 力学 的 全 部 本 类 方程 (平衡 方程 、 应 力 应 变 
关系 式 、 应 变 位 移 关系 式 、 边 界 条 件 〉 均 为 其 变 分 条 件 。 

2. 三 类 变量 着 数 的 势能 广义 变 分 原理 5-]1 

在 wi, 6i, Gi; 为 独立 变 监 函数 时 , 使 泛 孙 (4.18) 式 (或 
(4.19) 式 ， 或 {4.20) R) 实现 驻 值 条 件 的 Ui;，si1，o1; 为 弹性 力 
学 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 是 可 性 力学 的 四 类 方程 ， 即 平衡 方程 
(1.12 X. E AE BER (1:2) Kv JI E (1.3) SS XUL EAR IE C1. 1). 


1891 > 


(1.8) 式 。 
证 明 : 在 驻 值 条 件 下 ， TT .20) 式 得 


du 
8G. ,.. il Í 一 su pus (pun Jer 
v 


M Es 


uu [vij irt Hi, 1)88 


2 
-| > (oid lijk? esi) s +F: [òu Jae 


-f [F P.— 1 (0 1; t di sx t eri) JOÓusds 
ri v " 


1 


-fleo Tij t panni eni) jas =o 


(4.21) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
6 uo puri ==0 (V) (4.22) 


Qiu taii eri); FF; =0 (V) (4.23) 
0ij—dijkxi Hg, 10 (V) (4.24) 
P.— (oto £xi)l;—0 (Sı) (4.25) 


ur—8i—O (S,) (4.26) 

gt JE y RICE AE S EJ "E IR) BUS DUIS; PR, M DA f£ 12 PS 

(4.18) 式 { 或 (4.19) R, xk (4.20) i 
3& PEZ; EE RRE 证 毕 。 


(42.8 二 类 变 重 男 数 的 势能 广义 记分 原理 


乾 在 基于 泛 函 (4.18 一 4.20) 式 ， 利 用 规 一 化 方法 ， 把 变 分 条 
件 转化 为 变 分 约束 条 件 (或 为 一 般 约束 条 件 ) 就 可 得 到 一 系列 已 
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DE 及 新 型 变 分 原型 。 
， 满足 应 力 应 变 关 系 式 
5 et 并 且 用 eu RE £: "EH a, MU E 
(4.18), (4.19)5K (X (4.20) 58) 4E 4628 


i ! 
G. ,- = n QijkiEsj£& t —di 1x1 en(eu— s,s — us) 
` 


— Bits dv- [| Bawas— |a: erils(us— Hs)ds 
D (4.27) 

广义 变 分 原理 2--1: 

在 好 和 si 为 独立 变量 函数 压 ， 使 泛 函 (4.27) 式 实现 驻 秆 条 件 
前 好 和 si 为 弹 证 力学 问题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 位 为 平衡 方程 、 应 变 位 移交 £=. GAJ 
的 边界 条 件 和 已 短 位 移 边 界 条 件 ， 没有 变 分 约束 条 件 ; 它 的 一 般 
约束 条 件 为 应 力 广 变 (1.3) 式 。 

”证 明 ; ERARE, BEUTA 


1 1 EA 
86, ue [TE - (es iQ Hj 2 Wai Ek) 
r $: 
Fläder er LP Eus laz 
—[Cass:i era), 41 FiJexijdo 


-f (P i— Gyxrt Eril) euis 


- [| G«—26(aiieid ds o (4.28) 
LP 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
ct 一 ti 一 M MTT 一 人 I (V) (4.29) 
(aisi exi) - Fo (V) (4.30) . 
Pai; eri 1; =0 (Si) (4.31) 


Hie (S) (4.32) 
由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约 束 条 件 ， 为 求解 
弹性 力学 问题 应 满足 的 四 类 方程 ， 故 泛 隔 (4.27) 式 在 驻 什 条 件 下 
的 解 为 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
又 设 ci 一 aitaetr 一 0) 并 用 ce 局 部 的 代替 ecu, LUE d 
(4.20) X188 


II 1 1 1 
Goa-s= HI| s ape ero £4 — i — S Wi 
> 
-F uu: dv= [| Pinds- || ot Ga -ras (4.33) 
A FA 


xc HOA Oh ru RE a Sa LZE, HERRE LE 
分 大理 是 二 类 独立 变量 疯 数 的 变 分 厌 理 。 这 个 厌 理 的 变 分 条 件 为 
平衡 方程 、 应 变 位 移 关系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 
条 什 ; 它 的 变 分 约束 条 件 为 应 力 应 变 关 系 式 (1.3) 式 。 这 是 因为 在 
ERRAT Hou ReuK. WER AREK 名 的 A-E 
EARR, 
… 2. 满足 应 实 位 移 关系 式 


B eu—pue;iuucm0, WEEER E, T E Ë E IA 


(azuJ NINE] 
Gea- = IG Qijk! Eij e P an)do- [Pts 
Y $, 
一 Í L(oist ain err) l(us—üi)ds (4.34) 


S, 


p XX58:42-2: 

沼 应 变 位 移 (1.2) 式 为 变 分 约 东 条 件 时 ， 使 泛 m (4.34) E 
更 驻 值 条 件 的 try erzyct 为 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 

这 个 厌 盟 的 变 分 条 件 为 平移 方程、 应力 应 安 关 系 式 、 已 知 旋 
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的 边界 条 件 和 已 多 位 移 边界 条 件 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 贡 证 秀 (4.34) 式 ， 得 


5G,，， = [| accentus - Pdu)dv — [Pinas 
F 3i 
-[ios-sos(2 ci acini) 
zT 85 


*iGutaa eri )l.óu ]ds=0 
iF FOR 35 2932 38 M: 


1 1 EM 
nm > Uisj py 


到 此 ews 和 和 4: 的 变 分 不 是 任意 的 。 取 拉 氏 莱 子 Aum hj, BEJA 
RRi. i 


I [fales ui Das 
r " 


(4.35) 


= [J laides Assdui,slav — I AilsBuids=0(4,36) 
y $-3,48, 


将 (4.35) 式 与 (4.36) 式 相册 ， 可 得 


$G.,-s = lta» E T Ài;)889j 
r2 
ass Fi)óucdde- || (isl; Pr)5u;ds 
8, 
- [e -ao( ; gii; ES dije en) 
S, 
tit ontas ent joujds=0 
(4.37) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 可 得 
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Gijkl Sekz 二 47 一 0 - (V) 


Ain; Pi =0 (V) 
Asl 十 五 ;一 0 . (1) 
. ui—ui-—0 . G3) 


Aum — -l (ostari exi) | (Sa) 


(4.38) 
(4.39) 
(4.40) 
(4.41) 


(4.42) 


由 于 Au 是 由 区 域内 化 到 边 罩 上 去 的 ， 因 物理 性 质 具有 不 变性 ， 
所 以 在 域内 (4,42) 式 亦 成 立 。 将 41; 之 值 代入 (4.38~4.40) 式 ,可 


2. 
Gi; Qijk! £k B (V) 
( 3 gij » aane), it De f (V) f 
[3 l cit dn en) —P:-0 (S1) 
UTE = P (S) 


Vin 


(4.44) 
(4.45) 


(4.46) 


WEA, x4 jm DUAE AY AR AE (C4. 4304. 46) KN JT RE 
变 关 系 式 、 平 衡 方程 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 及 已 知 位 移 边 界 条 
件 ， 它 的 变 分 约束 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 。 可 玉 ， 待 解 函 数 满足 


应 满足 的 全 部 弹性 力学 问题 的 方程 。 证 毕 。 
3 满足 平生 方程 


a Ke mS MER (4.20) 3 8548 


e]; los es) Jav 
-Ji E 2 ut MGE I 
«Jf — er) ds 
5. "E EU . 


4. 98 «€ 


(4.47) 


RSEN 
u FA 方程 3 LONE Lais: em), jt 天 ,一 0 为 变 分 约 束 条 件 时 ， 


JR TZ (4. ee ue Eiss 0 为 弹性 力学 问题 的 
真实 解 。 

这 个 原 排 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 基 系 式 、 应 变 位 移 关 系 式 、 
8.507) 85938 91 2& FUE LIRE Dr EP LT ZR Fo 

WEBB. dESEAMIRIRT, B8(4.47)554% 


8G。 -1 一 JC y ue; 了 一 3 e160 Jao 
al UP 人 jout > assier )is ja | 


—u8(3 (Qui NES las 
2 2 


+|[ sí (; git > asien jias=0 (4.48) 
B. 
变 分 约束 条 件 为 
y (uta: KLEKL), ES E 
—— 0385 FUE. Eh. EGVEKGETA:S 由 变 分 约束 条件 
可 得 
| Daal $e i — san 
Y 
=H -ano ; cut ev 
T [ na(s -Ciit Lauren) ¿ds =0 (4.49) 


853,5, 


将 (4,48) 式 与 (4.49) 式 相 加 ， 册 得 


-pm-2 (giy+ Ài odora 
v 


=- (o i+ n 


-JN P:—| .or ij^ FL asunto Jdu 


bolle Tiat Faig ien) Jas 


+ lae «)a( yos laore Jisds=0 
EA : 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (4.50) 式 得 
eut eis Àj =o (V) 
Gis aiski Ak, 170 (V) 
Pimy losst an zri)ls=0 (Si) 


Aiduic—O, A; —tu; (S1) 
Ai 十 二 0 (S) 


(4.50) 


(4.51) 


(4.53) 


| (4.54) 


(4.55) 


EL (4.54) BT LA TTD REAL SR UR A com — us EE 8 48 A (4.51), 


《4.52) 及 (4.55) 式 ， 可 得 


Ers iHi y Ugam (V) 

Cij—üijki Ur, i= 0 (V) 
HFC SORR, BrDD(4.57)3%X ITE 

C ij—üGijki Eki = Û (v) 


Pi— y (ort a £i)1;—0 (Si) 


ui — ni =0 (Si) 


(4.56) 


(4.51) 


(4.58) 
(4.59) 


(4.60) 


. 由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 证 为 咏 变 位 移 关 系 式 、 袜 力 
应 变 关 系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 及 已 知 位 移 边 界 条 件 ; 它 的 变 分 
芍 束 条 件 为 平衡 方程 。 证 毕 。 


4.2.4 标准 型 势能 变 分 原理 


基于 泛 斋 (4.18) 式 (或 (4,19)， 或 (4.20) 式 )， 利 用 规 一 化 方 
法 ， 逐 步 将 变 分 和 条件 应 力 应 变 关 系 、 应 变 位 移 关 系 及 已 知 位 移 边 
四 条件 转化 为 变 分 红 来 条 件 利 一 般 芍 束 条 件 〈 应 力 应 变 关系 式 )， 
Ju 4$ 3d byte XE S EHE yK, Als Ee S AE IR EA GE, 

1l. 满足 应 力 应 变 关 系 式 

Bois aijee =), 20Beo UE Roi, Wis.) 3A 
(mX(4.19) N, iK (4.20)380,. OH4E DI (4.21) DRE Z i , B] 
把 应 力 应 变 关 系 式 转 化 为 一 般 药 到 条 件 。 

2. 3 E s SE (y < 3: K 

deu usr p H=, IFE Oo E 通 (4.27) 


AUGUE 


G... = | a: Err Exi — P oux ja 
Uy 
- [Pau ás— [|a G —a)ds (4.61) 
5, 5, 


WEB A Ahr EE EE. B c KAQ 4 go E. 
4 AREA PIHRAR IE OSEHE BEER 6A) DI AR tE 3EOFEE, BA 
的 边界 条 镍 及 已 部 位 移 边 办 条 件 ， 它 的 一 般 约 束 条 和 任 为 应 力 应 恋 
关系 式 。 

5， 满足 位 移 边 界 条 件 

者 让 一 三 一 0 在 $: 上 上 成立， 泛 函 (4.61) 式 就 站 化 为 势能 训 典 
ZE 4y lif. BEBE VE. b 
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2 人 y aigue Pan jio eee (4.62) 
4.2.5 三 类 变量 函数 的 余 能 三 义 变 分 原理 
E TLILIICI AI 
forme DA. KHSR A) CE; 75 程 (4.3) 式 TU 
ELRUI JH R £ E hy yK A T, A Beh Bh gir RRR R T2 o 
(3,13) 式 可 表示 为 
sels Tij Uisg àv)- [s. crisls ds (4.63) 


GÉT(453)5AX, BUBILECI IB) X EAE EUR Xi 
Ëq, F 是 有 zt à 
Geb ae 0064 taii (su iuc; upa] 


-十 Bis( ei — bius rer) F Ail ani expe Fi ja 


T | (oul- P Quidst | tim oLds (4.64) 
. ; e š, 
FKcpens-—a; Bumps AS HIST. 
14 gau, Eijy Ui, dij, lin 28 gi 汐 为 独立 变量 冰 数 ， 利 
MEER 
6G, , =0 C7 * 7 (4.88) 
ACHSE du EGET. WA i 


óG. =f [( gij— : Misg tnt jsar 
n PN - e 
+ (ers bigsio ei) Bis [Carisigsi) s Fi]824 
(pus beitajeeuer (7 š oua oue; 


: 190 ° 


+ {gat Bis—aijtt hut)6ess)do 


s s 


1 2 


十 | [: Golst Aió( dijs: €&ki)l; 1ds--0 


5, 
WESE E, di(4.66) Kí 
SEE € 
TM 2 4^3 pu 0 
£ij —bisei gai 
(aiser £i); Fio 
| 


1 
gout g: =0 


Qizi Pij lijkt Aki 


H (4.71) 58 
: au Loi 
(4.67). (4.68) fll(4. 70) 5 8] 
8: = — jou 
i (4.61--4.08). (4. 1274 54) 1S 


Akt = — ter = Met 


ÀÅr= — uk 


出 (4.6S E EE: 


(V) 


(V) 
(V) 


(susti D 1 busifric0 (V) 


v) 
(V) 


üijet Est lj Gigut Dima o ul;moigl; 


iC4.68), (C4. T6) 3 AR M 
li — A =u 


(4.3 


(AT 


(Si) (4.17 


+Í (ai;l;—- PO6nds— l Lu ido iul; d- Aib Cassis Er)ls ds 


* [0l * 


aisl;— P:=0 ($1) (4.18) 

Aicrüiui—Hi-0 (Sa) (4.19) 

Jr R(A.61--4.59) 35 ELIE T dE PE 7] 2E B| RE D IRR R: BU E R A 

程 、 按 界 条 件 及 全 部 拉 氏 乘 子 。 将 拉 氏 乘 子 代入 (4.64) 式 ， 则 有 
Ges- -Jit- qon. /一 二 (es ~ 1 Fue es ) 


~ Loleng binos)  w[ (acne) a +P Jlae 


+e Pone Dosas (4.80) 


5, sz 


对 《4.80) 式 进行 化 简 ， 可 得 
Geo- -— — binigigo si aieis — ui (aisererr), | + Fi] do 
E | 


T Jes, Pouids+ [arbas (4.81) 
`s * 


3p uf f6 i8 2 
Gob -3 一 f [A i485 — boile bis C xi) 
B 9 


muilla ER) Fi] do 
+ [oun Puas, uostas (4.82) 
8 S . 


1238 (4.807-4.82) X K JE T ie BE UE Ep B sz E RUE 2 3830 e 
EKAR XB. BENERI Ua yD gB 2 bc oi TERI AE 
约 案 条 件 的 三 类 独立 变量 图 数 的 广义 变 分 原理 ， 弹 性 力学 的 四 类 
方程 为 其 变 分 条 件 。 

2. 三 类 变量 画 数 的 余 能 广义 变 分 原理 5-2 

dEMi, 6ii,O i4 AL RS ZEE ERES] o EIE i (4S0) OX (4.81) 
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式 ), 或 (4.82) 式 )， 实 现 驻 值 条 件 的 wis ei, oa 为 弹性 力学 问题 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 弹性 力学 前 四 类 方程 ， 即 平衡 方程 
〈4.3) 式 、 应 变 位 移 关 系 (1,2) 式 、 应 力 应 变 关系 (1,4) 式 、 边 界 
EGO). O.8) X, 
证 明 ， 企 驻 值 条 件 下 ， 外 泛 函 (4.81) 式 ， 可 得 


Gus E —(0:; — ijs ux,1)Ó8i; T {bik gi — 6i; 6T i4 
F 
—Gacniei)u P060 lae (| {oss ~ Bous 
8, 
+[uíóc.;l; 7 wi (aijr exl) jds 
+ | Là: 80 l; —wid(ai;ei 8x1)],]ds 0 — (4.83) 
3 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


eiy—biski oai =Q (V) (4.84) 
Qij—Gijki Uk i= 0 (V) (4.85) 
(aiski Exi) + F =0 (V) (4.86) 
要 考虑 到 (4.84) 式 ， 得 
visls— Pi=0 {S1) (4.87) 
wi—ui-0 (Sa) (4.88) 


xx db Juju 7; REGERE SETTE ESA y, BN DA (E RO 
(4.80~ 一 4.82) 式 实现 驻 值 条 件 下 的 解 大 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 

4.2.6 二 类 变量 函数 的 祭 能 广义 变 分 原理 

基于 泛 函 (4.80) 式 (或 (4.81) 式 ， 焉 104.852) 式 ), 剂 用 更 一 作 
方法 ， 把 变 务 条 件 转 化 为 变 分 约 旧 条 人 御 【或 为 一 般 约束 条 任 ) 则 
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s i Y s - 
. 满足 应 力 应 变 基 系 浆 
s s 并 用 gis 代 奖金 部 ens, Mene 80) 式 
(或 (4.81) 式 、， 或 (4.82) 式 )， 逮 化 为 


Ges -1 一 [i [4 bijirin Hil Tig t F) |àv 
3i : e 


Qi GA ` (4.89) 


8, 


` XESBUBI S 

在 re 和 加 0883284888 3804, BUE RR CA, 39) SLICE LA 
Ve pir is lui RET 2E F] ER 8 Sç 88, f 

yk UR RAE y 28 TANE, 16635, BAJ 
-的 边界 条 件 及 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 
关系 式 (1.4) 式 。 这 正 是 Hellinger-Reissner' 原理 。 

ie bit i= 0, 则 有 有 f =: 


> biG 0 R080 — a Eki 
是 方程 (4,89) 式 可 化 为 
Ges -= N l: Gijki £ij 8k G ij es— ulos Fo) ldo 
YL 


+ [ornp uas [uotis (4.90) 
-这 正 是 佐 考 文献 [7] 中 提出 的 广义 祭 能 原理 的 泛 画 。 击 它 形 
成 的 广义 变 分 原理 具有 有 {1.4) 臣 的 这 分 约 宋 条 和 件 。 


2、 满 足 应变 位 移 关系 式 | 
EP eim musco, 并 用 Wr,s RE eos MAZE 
(4.80) 式 、 可 得 


idd- 


G, -6 = bise Qi; Ck1—01jH1,7 


— Ui [Cassie Cu), 4 Bi] ja 


+e Powast [ceb (4.91) 
8, 355 
广义 变 分 原理 2-5: 


在 好 和 oi; 为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 函 人 4， 81 ) 式 实现 驻 值 条 
etu uut 性 方 学 问题 的 真实 解 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 关系 式 《 或 为 湾 
力 应 变 关系 式 ， 因 为 通过 应 变 位 移 关系 式 可 化 应 力 位 殉 关 系 式 
为 应 力 应 变 关 系 式 ) .已 知 力 的 边界 条 件 及 已 其 位 移 边 界 条 件 :， E 
的 一 般 约束 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 。 这 个 原理 与 Hellinger~Reis- 
sner's 原理 不 同 之 处 在 于 一 般 约 束 条 件 和 平衡 方程 的 表示 形式 不 
间 。 这 个 原理 的 平衡 方程 是 用 位 移 函 数 表示 的 平衡 方程 ,而 在 
Hellinger-Reis-sner's 原理 中 的 平衡 方程 是 用 必 方 函数 表示 
的 形式 。 | 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 册 泛 函 (4.91) 式 ， 可 得 


ôG.» am ffit Gri— Hisi )ÓG 15 


—[ Caisn eiu) + Filôui}ydv 
sem —Pi Mut] Wa e 0 


(4.92) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
bizk: Tri— Ui; =Ù (V) (4.93) 
Giskt exiC us) Pi-0 (V) (4.94) 
visls— Pi=0 - (S1) (4.95) 
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ui—cm (S,) (4.96) 
利用 一 般 约 束 条 件 【 应 变 位 移 关 系 式 ), 可 用 zt 表示 kr, 则 (4.93) 
式 化 为 
bii griei =Ù (V) 
由 上 述 可 扼 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 与 一 般 约 更 条 件 正 是 弹性 
力学 问题 的 四 类 荣 本 方程 ， 故 泛 呈 (4.91) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 
弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 


Xd (47 w 140, 用 si 代替 uns 但 w: 并 未 消 


去 ， 于 是 由 (4.80) 式 得 


muf ainn ex); FO ja 


— [aa — [| G«—290 las (4.91) 
广义 变 分 原理 ?2-6: 
漂 应 变 位 移 (1.2) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 函 (4.97) 式 XE 
现 驻 信条 特 的 Wi，e;4，0 为 弹性 为 党 问题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 关 系 式 ， 已 知 力 
的 边界 条 件 及 位 移 边界 条 和 件 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (4.97) 式 ， 得 到 ` 


6G, » -1 = oat—eiy)O0s— [Cacssr eni), + Fe]óns 
Y 
T Caes: ui 0s)6edy — || Piðusds ` 
81 
- [t 205cutitostówlésmo (4.98) 
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出 deu [UM Epp ARR 
t4 Wi 一 i 
所 以 


Nase ou deo (Arm Agi) (4.99) 


Li 

将 (4.98) 与 (4.99) 式 相 加 ， 风 得 
8G, = On OG x(—£€i5)ÓG i5 

Y 

— (ois tH Ai — aspi Ur, i) OE; 

— [Cair exi Ar), + F ]ónu: ido 
- [ic rekr À d)li]óuids 

H 


a o1; + [oL —(agrggt 


—À:)l;]óusids—0 (4.100) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (4.100) 式 可 得 

bui ki 一 8 一 0 (V) (4.101) 

Àig77 di je: e, L— 0 3j (V) (4.102) 

Tiji d F = 0 I (V) (4.103) 

P :— ci; 1 = 0 (S1) (4.104) 

u:— Ri =) (S,) (4.105) 


HERTHA, RARAGA AE p PJ R RT, C RE 
力学 问题 的 四 类 方程 ， 故 使 泛 函 (4.97) 式 实现 驻 信条 件 的 解 为 强 
几 力 学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 

s. 满足 平衡 方程 

# (ais exi), Fic0, lldrizgi(4.90)zX, 15 


. 107 . 


Geb an bini Tij osm Guess do 
y A 


+ [Coulis Powuds- | uootds (4.106) 
. PXE AA- 
当 平 衡 方程 (4.3) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 合 泛 函 (4.106) 式 实 
JUR Eua, es, cuo HEREDES ACRES . 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 。 应 变 位 移 关 系 式 。 
已 关 方 的 边界 条 件 及 已 知 位 移 边 肾 条 件 。: i 
证 明 。 (EXER PE F 22 BECA. 106) TT (S 


óG, s -3 = rc Git —£i5)60 15 —G1;Ó£i; ]do 


v 


十 I r (o i;l — Po)óuc-F uióoil;]ds 
S, 


+ [azu Las =o ` (4°107) 
Sa 


出 于 具有 变 分 约 训 条 件 {4.3) 式 ， 故 有 


(fhia taisser), ;de-0 (4.108) 
"V 


将 (4.107) 与 (4.108) 式 相 加 ， 则 有 
6G. ,-8 


=Í LUPigat Okt EL Ooi — (oris F Ax, caissr)Óeis de 


十 j [(6 jH = Pi)óuid uióo sl; tH Ail aiser erly lds 
m”, 


+ || iacdo l (ari €&1)1; ]ds —0 f (4.109) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得. 
bisrr ort— g: =0 (V) (4.110) 
Gij tH Gi; r Ar, i= 0 (V> (4.111) 
ARTZ ERC. LOR, BEA 


Cij—4dijkt E&x = 0 


所 以 
. .:0gij7— =Â (aijr Ekr) (4.112) 
利用 (4.112) 式 ， 从 (4.103) 式 得 
cul; —Pi=0 (S,) (4.113) 
Zit Aí =0 (S,) (4.114) 


内 于 4 是 出 区 域内 部 化 到 边界 上 的 ， 因 其 物 埋 性 质 是 不 变 的 ， 所 
以 在 边界 上 AM; 一 一 ai， 在 区 域内 此 其 系 式 亦 成 立 ， 故 (4， 111228 
可 变 为 

Ois— Qtint Uk = 
HERRER Tbun, M 

busco ij— uk = 0 


再 利用 (4,110) 式 可 得 
1 


t. E 
Go Wh y Br =0 (4.115) 


由 上 述 可 知 ， 这 个 淹 理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关 系 式 、 应 变 
位 移 关系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 及 已 知 位 确 边 界 条 件 ， 它 的 变 分 
. 约束 条 忻 为 平衡 方程 。 这 些 方程 正 是 弹性 力学 间 题 应 满足 的 四 类 
基本 方程 ， 因 此 这 个 原理 的 解 必 为 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 
毕 。 


4.2.7 标准 型 余 能 亦 分 原理 


基于 泛 函 (4,80) 臣 (或 (4.81) 式 或 (4.852) 式 )， 利 用 规 一 化 
方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转 灾 为 变 分 约束 条 件 〔〈 或 一 般 约束 条 和 件 )， 


BULL 


于 是 可 得 到 标准 型 余 能 变 分 原 综 。 

1. 满足 皮 力 应 变 关系 式 

B ej 一 bists ok 二 0， 并 用 oss 代 殉 全 部 的 e11/， 于 是 (4.80) 
式 就 混 化 为 (4.89) 式 。 这 一 步 就 把 应 力 应 次 关 杀 起 转化 为 一 发 约 
[a Ko 

2. 满足 平衡 方程 

设 oi03,; 十 Fi 二 0 成 立 ， 于 是 泛 通 (4.89) 式 退化 为 


==] =| i: biri Gi; ex dv 
I E 


T $| (ol; — Po)uids4 || 8ios;1;ds (4.116) 
I J x 


E 


1 a 


3. 满足 力 的 边界 条 件 
设 在 边界 Sı k oul; —P:=0 成 立 ， 于 是 泛 图 (4.116) 式 8 
化 为 


e-n-aG bijki Oig ori )dv+ | arilsas (4.117) 
V ’ A VEN 


.这 正 是 余 能 占 典 变 分 原理 的 泛 画 ， 亦 你 标准 型 原理 。 
84.3 ”有限 变形 弹性 力学 的 广义 变 分 原理 


4.3.1 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 

为 了 建立 三 类 变量 函数 的 广义 泛 函 及 其 广义 变 分 不 理 ， 采 用 
下 面 新 型 势能 密度 与 余 能 密度 。 

BILL 

TERCER 18) IAEA APR HERI, IEMERUR .26)5t 
可 表示 为 


. 110 + 


Aes) Tae €i; enm louer (4.118) 
2. RETE 
在 应 力 应 变 (1.21) 式 和 应 变 位 移 关 系 式 (1,15) 式 为 变 分 约束 
条 作 时 ， 等 效 余 能 密度 (1.30) 式 可 变 为 
Baloi) = zrul : un; ; uy i+ 4 neos) 
uem erz) (4.119) 
3， 平衡 方 各 
平衡 方程 用 应 变 分 景 可 表示 为 
[Gi (zi uz, )], 4 Fe 
—[(aije: exi) (Ouid us, + F =o (4.120) 
TERELIRBEI  SCUR BRUT, 3E 2 28 PEB E 0873 EROR H aE 
分 量 表示 ， 其 原因 如 $4.2 节 中 所 述 。 
4.3.2 三 类 变量 函数 的 势能 广 头 变 分 原理 
1. MIIONÉNGNETOUIÉ 
在 应 蛮 位 移 关 系 式 (1,.15) 式 、 应 力 应变 关 系 式 (1.18) 式 和 已 
知 位 移 边 界 杀 件 (1. 23) OS E y MIU PEDE, BATEE 
的 泛 函 (3.29) 式 可 表示 为 
"=: sue Fi Jao [| Peas (4.121) 
基于 《4.121) 式 ,利用 拉 氏 乘 子 法 建立 广义 变 分 原理 的 泛 函 ， 
于 是 有 
s. [l(s suns 7 Pa Bo(o 24) 


1 1 
tau(ea- 2 Hi, g— j Uj, i — > tassa; 1d 


shld 


- f Piusds+ | 05-2085 (4.122) 
8, 8, mE 


Hausas, Piu; ACHEKET. 
“Oi Bij, Wis Gü, Bu, ACIAPGL TERES GS HARE 
条 件 f 
óG, =0 (4.123) 
RERET, TET 
óG,, "rim : W;,i:— 2 ukana] óai; 


Hous aus (asn bui) Je óu 


pm VPA 

*(3 Tij F au — pri Facen Jées 

+( l est Buona dde 

一 [t aisCÓxs | us cd Pelusds 
s 

+ 和 few 一 ma HiAr—arl Âr 


5, 


ueoL]óu, ds (4.124) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 出 (4.124) 式 得 


ei — 5 (65 i Is nass) 0 (V) (4.128) 


eu A en (QV). G4aA26) 
Gis(Oui 7 Hei) —F. —0 (V) (4.127) 
jesbBu o (V) (4.128) 


^ 1127 


qu au~ Bu 29 “A = Ü 


dei;dex: 
ai; (Ox T uci) Pe=0 
At—ais(Ori ug, il; = 0 
Mi— n = 0 


由 (4.128) 式 得 


f 
Biu—— 2t 


考 虚 到 (1.26) 式 种 (4,133) 式 ， 由 {4.129) 式 得 


2] 
dei; 


a=- (cu 
B (4.134)55 IX (4.130) 5 (4.13058, WE 
Pe- : (cut 有 UEM PE I 


À |= — : (of p j P T tx,:)0y 


方程 (4.125~-4.136) 式 包括 了 有 限 变形 弹性 力学 


ET E roe LO 
将 拉 氏 乘 了 和 伐 入 (4.122) 式 ， 可 得 到 


G. = |) IE oues Fans) š 
: v 


1 


ai 3 eufi boul à T pues 
£ 


À 


3A I 1 Í 
i pe 一 -一 -一 一 -~ 
2 (os ' aces 2 zi 2 Mor 2 


(4.129) 

(S,) (4.130) 

(S) (4.131) 

(S,) (4.132) 

(4.133) 

(4.134) 

(Si) (4.135) 

(Si) (4.126) 

[5] ét] pc 8 
tacitus; 


ji (s^ r NC [Ue l s qz )ds (4. 137) 


— 
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Gua-s = fita- —Fiud 
v 
= (ç ; J(e- quer yaa 


=d unites) )\ Jav- ] 5a: 
81 


1/ Jå e 
-2 (e 24 N lasst uri )ly( ue ñr )ds 


5, 


(4.138) 
或 简化 为 


-=f ET yu, nas) - -Fuur 
Y 
T — asema) 
-1 eí; — id z 2 Urin. 


4 
UE j'suis 


stock ass Ob; —- 88) 


l 
= 
N| 
giaa 

3 

SE 

pua 


(4.139) 

SXoBACGDO.26) XX. 

i£; (4.137—4.139) 3X E: RU = 26 3h Sr. E t RUBRIC B9 P S 
B, S&AIIOS EUHEGEGRUR (E a| E y 2 RAS TE Z 28 $h sz. Ek PR 
SA M R IER EB. RETARD SR Pr 8 5 REENEN 
学 问题 的 四 类 基本 方程 。 

2. 三 类 变量 函数 的 势能 广义 变 分 原理 5-1 

Hui e ou RILLER A B i, WE y CTA X 
(4.138)2X, (4.139); KMBR PE, eis cox BIB 
EAP ^K TS REESE CC E 

证 明 ， 在 驻 入 条件 下 ， 由 泛 通 (4,138) 式 得 
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òG =f- : (z: =] u -3 uj, i— kr | Jóe n 
"acu Wi 2 ij 2 :J j: PESE] 


V. 


gti 2A IC dis, 0) EDT 


tol 


If O ZA fl 
2 [e«- eise (5 west 2n 
4- : ES ks 22 ju 


> 
IIIa M CE i. S JA A yan t us, OU owids 
中 | 


1 


ae o8[(+ gig. 1 34 ) (gr Tas, oL la ds 


2 get; 
M 
=0 (4.149) 
RIED REEE, (8 
eism Qn iE tt es) =0 (V) (4.141) 
eu IA = 一 0 (V) (4.142) 


| Iz (cot 2e ja] ro (V) (4.143) 


Beet 25 Â yésetusotimo (S,) (4.144) 


ui-—ui-0 (Sa) (4.145) 

这 些 方程 正 是 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 四 类 方程 ， 故 使 泛 菌 

(4.137)53& (32K (4.138) 3X, 8€ (4.139) 35), EL: ERRENA 
隅 变形 弹性 力学 澡 题 的 真实 解 。 证 毕 。 


4.3.3 二 类 灾 量 函数 的 女 能 广义 变 分 原理 
现在 基于 泛 函 (4,137) 式 (或 44.138) 式 ,或 (4.139) 式 )， 利 则 
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RARA, ERARI RAEN ESARET 《或 为 一 般 约 束 条 
件 )， 于 是 得 一 系列 新 型 变 分 原理 。 
1. 满足 应 力 上 应变 关系 式 


R 0 一 9 全 ,一 0, 并 用 ess 代 罕 余部 的 oy， 则 涝 函 (4.137) 式 


(GI CL.138)3S, 或 (4.139) 式 )， BRIEN 
= [|P Ata Pd dA na ll 
s sU | (AC) Fini) Po Wi, 2 Wi 


一 2 usan, |a [| Panas 


8, 


-cj Lus i) ue —s)ds (4.146) 
-广义 变 分 原理 2-1 
在 ti 和 ei 为 独立 方 量 函数 时 ， 使 泛 男 (4.146) 式 实现 驻 值 条 
件 的 证 和 et 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 
这 个 新 理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 、 已 知 力 
的 进 里 条 件 和 已 知 位 们 边界 条 件 ， 它 没有 变 分 约束 条 件 ， 应 力 应 
变 关 系 (1.18) 式 为 它 的 一 般 约束 条 件 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 六 ， 由 泛 冰 (4.146) 式 ， 得 到 
Gaa- =i UT jue : Hi x ii is) js( 24) 


^ (Bus, J): + Fa |j lav 


d 
I- 2^. (00st ui)l |emds 
Mis 


tus -aeo 24 ritus, JE Je 6 


: (4.147) 


Pm 


EO yt A|, HCA 140) X8 


eg —lus;— lupi lui anim (V) (4.148) 


[24 caus ue0l,-fimo , — () Gum 

gei; d . 

P5 (dac ux, 1)L; 20 (Sı) (4.150) 
deij 

了 一 得 一 0 "- (S,) (4.151) 


由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约束 条 件 为 求解 有 
限 变形 弹性 力学 问题 应 满足 的 加 类 方程 ， 故 泛 孜 (4.146) 式 在 BE 
信条 件 下 的 解 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 

又 设 co 一 ?4 一 一 0， 并 用 ou HRKI E es, W H E GR 
(4.138) 式 得 i 


Gnas Oa a C — 
y 


baie 1 iatis) do || Pius 
M 8 


2 2 
- [| aoslari turas (4.152) 
5, 


REALL PREHR, XX) MIO k 2S3h r ds on 
HANZE, Horne EUER n RERA SU d AK RR OX 
个 原理 的 变 分 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 、 平 衡 方程 、 已 知 力 的 边界 
条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 它 具 有 变 分 约束 条 件 【〈 应 力 应 变 关 系 
3. 
2. 满足 应 变 位 移 关 系 式 


] " 44 : à 
# eu — hung 9 unl Ur, i j= 0, [EAS ie HIRR, 
. 117: 


? 


TE HRIEP(.138)3X. RIT 
Gss-e7 il [ACeij)) Fiu do — |] Pas ds 
.= I 


di Lout? £: A Mörtu, 1)l;C ur — ür ds | 


(4.153) 
[^x 362 4 982-2. 
当 应 蛮 位 移 (1.15) 式 为 变 分 约 东 条 件 时 ， 使 泛 98 (4.15225 
、 实 现 驻 值 条 件 的 tt，eiy，at 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 前 真实 解 。 
这 个 晨 理 的 变 分 条 年 为 平衡 方程 、 诺 力 应 变 关 系 式 。 已 知 力 
的 按 距 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 
证 了 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 出 泛 葡 (4.153) 式 可 得 


óG,.- = A dn Fui) )as— sln óuids 


“ease [t "^ JOnt ms, OL | 


+ lout? 上 TN ^ Yóickus bàn Jas=0 
(4.154) 
由 于 共有 变 分 约束 条 件 


emy tung CT a, 
BU ber Tu By Ey PEEB. BUY ICE: A= An, BAS 
束 条 件 可 得 
f» (es - Mna ptor das, )do 


三 人 
. y 


+ 118 + 


[ete [Ar (61s up,i) ], usc; do 
L4 


— | [Atl Set ttr e)la jóusds —0 (4.155) 


5r, +, 


了 肥 {4.154) 式 与 (4.155) 式 相 加 ， 则 得 
" (24 
aG... DC 25. Au Bes 


T ECAGCIÓ RH E uei) — Fs]óus lav 


- [aste laud; Beiduxds 


- [Ga sos](5 ur uL AE onus. 4| 
8 


uL (Ost -F us, d+ (+ eutip Joe 
tus, ou. ]dsco (4.156) 
根据 变 分 法 基本 引 理 、 得 
n +4u=0 (V) (4.157) 


[Ai (áe Fusa)]) —F ego (V) (4.158) 
Ail Ors F ug, s)l, + P =0 (S,) (4.159) 
Ws— k=0 (S,) (4.160) 


Ai = _ (e: +A) (S,) (4.161) 


HT Ai BE RISE (Gs. E: hy, BEHAE t B. A 
不 变性 ， 所 以 在 区 域内 部 《4. 161) 式 亦 成 立 。 将 Au ZERA 
(4.157—4.159) Ñ> mnfig 


(119 > 


Cj 一 0 ` (V) (4.162) 
Ë (out 24 2 nt urd) st Fio (V) (4.163) 


(louti 2 A (6st undls— Pio (8.) (4.164) 


Uk — Hk (S,) (4.165) 
由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 与 它 的 变 分 约 训 条 件 为 有 
限 变 形 弹性 力学 问题 的 四 类 方 称 ， 故 这 个 皮 理 的 解 为 有 限 释 形 弹 
性 力 学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
3。 满 足 平衡 方程 


x[(1 -Oi 十 i 


(4.138) nf fR | 
Gia-:7 ji- x Qijtüig— : M X i uzruna) |do 


-hi P, — (v3 e) Öri P Un, i)lj ;Jusds 


4 Jeu. |: jt F =0, + É H É = 


gites E J on Eden 
广义 变 分 原理 2_3; 
当 平 衡 方程 

[二 (co RC yo» 1 IE Fe=0 


为 变 分 葛 束 条 件 时 ， 使 泛 困 (4.186) 式 实现 驻 值 条件 的 ui, ei. 
oo 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 区 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 作为 应 力 凡 变 关系 式 、 应 变 位 移 关 系 式 、 
已 知 力 的 边界 条 件 弄 已 知 位 移 边 界 条 件 。 

证 蝇 ， 在 驻 值 茶 玉 下， 由 泛 函 (4,166) 民 可 得 
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áG&a-7— o deu 2 €1;00 45 


S| 


eateozjal ` a Ti EL ) 


A | 
一 (: 1 
2 

1 1 3A | # 
(5 ois 十 i aei; Jus 8us., |a 


Cit d A Mön : TM `S 


-lie.— : (u t Jin - url laves 
B5, 
[ 


cid d CE iiis ses 
dei | 


(4.167) 


BUE) 258 E 28 PF: 
EGIP petu Ren 
可 得 到 
ft; cub LA Bart uso |. an 


"E CM öst uo) jo 


+ p al | (raus, Jest ue Jas 


e` 
#=S t 8, 


-Mi : ai a RAA 
-pi As, 3 (Bus uc9al 7 gii 2 2] 


| ~ans l -Tiz t 234. ) öns: Ja 


十 [ naji (out gi A A ) Ont un |a= 0 
《4.168) 
尾 (4.167) 与 (4.168) 式 相 加 ， 则 得 

6, -r= (et st 


32A 
DerfBekr 


àd 
s 


TIe4as Jões 


Í 1 
[os ms (T+ 


8 
— L nahe d nene )8( , oic 32) 
-Gantin Hout ta Jouns} 


s (outi MICE Suxds 


:rel -015 H 144 rituels |ds 


roanlG cul ZA Nnti läs 


=0 (4.169) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 可 得 


Ne (V) (4.170) 


2 
auta (i Aen Lini: z L medens F Ni :]=0 
(V) (4.171) 
y Gi ilius) Nr (V) (4.112) 


Ur, i AK. = 0 (V) (4.173) 
Pi—i(out pA) Ontur (S) (4.174) 
Artur I s: (Si) (4.115) 
hz 十 下 一 0 (S1) (4.116) 

根据 上 面 变 分 条 件 可 得 入 二 一 wi， 把 此 结论 代入 (4.,170~4,176) 
式 ， 则 得 I 


es, 一 (uss Tunt > irse )=0 (V) (4.177) 


ce 一 an T Wey 十 二 Uji 十 3 urs nte, ; ]=0 (V) (4.178) 


Pimi oit gi erue Duo (S) (4.179) 
uiui (Ss) (4.180) 
j E d A. a 
其 中 Ny:i= 0, TTT üijki 


出 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 与 它 的 变 分 约束 条 件 ， 为 
有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 四 类 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 有 限 变形 
弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 

4.3.4 标准 型 芬 能 变 分 原理 


基于 泛 区 (4.137) 式 (或 (4.138) 式 ， 或 (4.139) 式 ),， 利用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 〈 应 力 应 变 关 系 、 应 变 位 移 关系 式 、 
位 移 边界 条 件 ) 转化 为 变 分 约束 条 件 和 一 般 约 束 条 件 〈 应 力 应 恋 
关系 式 ) 则 可 得 到 标准 型 势能 变 分 原理 ， 也 就 是 势能 十 典 变 分 原 
理 《 有 限 变 形 弹性 力学 的 )。 

1. 满足 应 力 应 变 关系 式 

E: eu ce, 并 用 ev 代 待 全 部 og. DIE RR (A131): 


《或 (4.138) 式 ， 或 (4,139) 式 )， 适 化 为 (4.146) 式 型 广义 泛 函 。 
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这 一 步 就 把 应 力 应 变 关系 式 转化 为 一 般 约束 条 件 。 
2. 满足 应 变 位 移 关 系 式 


设 eum uus au Meit, BOR W E ME IÇ 


1, JBE bB (4.146)38 B (Eg 
G, = [| (AC) Panaw 


- |f Pias- [ 24 (kitur, ol;(ur—ür)ds 
š 8, eu 


(4.181) 

XU ROB — 43853 SR PS AE, EERE 
有 变 分 约束 条 件 【《 应 变 位 移 关 系 式 ) 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 马 
知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 侍 ， 它 的 一 般 约束 条 件 为 应 力 
应 变 关 系 式 。 

3. 满足 位 移 访 界 条 件 

车 Wk 一 二 0， 在 S; 边 界 上 成 立 ， 泛 函 (4.181) 式 就 退化 为 有 
限 变形 弹性 力学 的 势能 古典 变 分 原理 泛 函 ， 亦 即 标准 型 势能 变 分 
GERI X 


n- taceo raa | pias (4.182) 


4.3.5 EX X X* x05) x x28x 


1、 建 立 三 类 变量 函数 的 广义 泛 函 
在 应 力 应 变 (1.21) 式 、 应 变 位 移 (1.15) 式 .平衡 方程 (4.120) 
式 和 已 知 力 的 边界 条 件 (1.22) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 余 能 古典 变 
4 B PRÉ] LZ 18 (3 37 ) SAC RT e D 
ejl sent ; Hz 十 2 — | 


. 124. 


f iua 24 )|ae 


is - [arois ntu dds p f (4.183) 
z, i 


CT(4.183) S. HAARR Ft rJ" 308E 4 OB RISE Há, 
于 是 有 
G,, = 位 Gi; 人 Li 十 Lu, +A. ukaru.) 
vi = z A 


i Jå - 1 1 
pues) tas(es- Ha Uy Uasi 


— ukata) tese - ) 


ci 
tA (3. ritun) +, []ao 


十 Ly jerds 
- [o5 etes f (4.184) 
7, S. 

Hassas Bugs Ax flu FIRE EIC S 

4u:, Eijs Oij, dij, fij, Àx, Hk 均 为 独立 变量 函数 ， 利 
HEER 

$G,, =0 m (4.185) 

确定 拉 氏 乘 于 ， 寺 是 有 | 


$6G,, = [i (es : Wig 一 : Hji— Š seus, sdas 
y 
t(es- AP 886 +]|( 23 (Br: uk, Jot Fe las 
EE hl j 


)/1 ] i 
+|; (; os py autas] 


a*B 


aodok 
i 9*A 1 ( 3A Y. 
二 eene 1s) 


—Axr,t ;| 5u,,,]do 
deij 


2 S am 
+ [pes nent 
ust ese ues OL las 


ET [| Instr Cose D] 
* 


EP {Bpit us, i)l; Jis-o 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


ess ott us) 0 (V) 


3B | 
2 人 
D [24 euer i 1 F =o (V) 
ei} 
1/1 1 DNE 2B 
2 ( 2 ui "^ fu icti Jazas Bii 


=0 
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fri [daust | aut B m Aes (s 


Tue 


(4. 


(4. 


(4. 


126) 


-1877 


.188) 


183) 


190) 


2A 


| aig P i; — Az, ör Hure)? des 
1 9*A a 4.191 
Tug bird a. den : (4, ) 
1 M JA . 5 
(i ci; as yi Mar) Cni Asi), 0 (4.132) 
Picot (zi Fus, il, = ; 18) (4.1893) 


a8 [ 2^ CERT | -môl mne 
š 
(Sı) (4.194) 


Ps 


wb mis (ri huis] Ard] op (a Ete Dl |= 


(S.) (4.195) 
8 (4.187), (4.188). (4.190) T1(1.29)54548 
Buceo | (> biski Tamben £i o) (4.198) 


gi(4.191), (4.192), (4.196) $1(1.26). (1.29). X (8 
LIE (4.197) 


q: = HD (4.198) 
根据 (4.188) 和 (1.29) 式 ， 有 
er 一 - kd =giz— bijri G i= 0 
Q yi) 


drixi(ei;j — bii Orr) =Giysi Eri 


"ri (4.199) 
根据 (4.199)、(4.197) 式 ， 由 (s.194) 式 ， 司 得 
| hx 一 5 一 8 ` (Sı) (4.200) 


根据 (4.199)、(4,197) 式 ， 由 (4.195) 式 可 得 到 
+127. 


Br—Àr= Uk M0 (S,) (4.201) 
方程 (4.187~4.201) 式 为 有 限 变 形 弹 性 力学 的 四 类 方程 及 全 
BivEGET. EGET UAE. id 得 到 
Ga, -1= - 9i pus; u d PELLE 
ios ) 


十 yu nu (A) 十 nime : Wig cue 


1 Ix: _ 8B; 
> ustus) + n CT 2) 


tel (sus) iE Bs []do 


-How Fus; P. | urds 
LP 


Mee ü (4.202) 


或 简化 为 | 
Gat- :- Dl Beau)! ux, n (25) ose 


Tu 


L4 


[65 (situs, o) Fs |]à» 


- ] [sc unl Po ]ads 


-Í DIC CIT (4.203) 
Sy : 


亦 可 简化 为 
1 I 2B 1 | aA 
Ga i u i E Sam + , PH T 
a : -Jii eo cues 2 (e : 2 Ei iid 78e; 


Hehe dern]o. 


Tiene on Frueds 


8, 


- [osa oti) 185 (4.204) 
其 中 Atery) 为 (1.26) 式 ，BCosy) 为 (1.29) 式 。 

. YE (4.2027-4.204)5& E 2E E eb p E P) XE, ETE 
们 可 以 建立 没有 任何 变 分 约束 条 件 的 汪 类 和 独 江 SERES TT X5 
s 

. ESSERE RSS ERE LEIA- 

Pi ec, oi HR TAE ERRE 48 1E gGI205& OG 
(4.203) 式 ， 或 (4.204) 式 )， 实 现 驻 值 条 件 的 yt ei at 为 有 限 
Wa 

8j. ÆRET, (ZH CA.204)3X, aT 


$G,,- l2 P jeu 


+| (a. 3A Bret ue) ) Pe Dus 


+ 


?内 ] Be 2 


| "一 二 (ui, 3T unit usur, D jien ;] 


- [esterne ot P, Jonas 
g 

-Î uxo [eu Gic) 
ri 

22^ (anturi 

- | [atess Bt n ot 
31 
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-af 2^ (Bnet us ls] Jis eo (4.205) 
RETIREE, 13 f 


eij— 9Ë ug (V) (4.206) 
gT ij ; 
[24 (Boc uso) | +P =o (V) (4.207) 
gei 
ae 一 二 人 Hest ts tu) -3 5 eo (V) (4.208) 


页 (4.206) 式 ， 上 式 可 化 为 


eu 1 na tunit uds) =0 (V) (4.209) 


由 {4.205) 式 在 S1 边 办 上 ， 得 到 
ci Ori ur)ls— Pr=0 (S,) (4.210) 
由 (4,205) 式 在 S* 边 界 上 ， 可 得 济 I 
üs— u == 0 (S,) (4.211) 
以 上 方程 正 是 有 限 变 形 弹 性 万 学 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原 
理 的 解 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 真实 解 。 证 毕 。. 


4.3.6 二 类 变量 函数 的 余 能 广义 原理 


现在 基于 泛 函 (4.202) 式 《或 (4.203)， 或 (4,204) 式 )， 利 用 
规 一 化 方法 ， 把 变 分 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 件 〈 或 为 一 般 约 东 条 
件 )， 于 是 可 得 一 系列 新 型 原理 。 

1. 满足 应力 应 变 关 系 式 


设 es— 2È =o, 并 用 oti 代替 全 部 的 esy， 则 由 泛 苞 (4.202) 
式 得 
G, [f [Btoso unse Mar: 
"y 
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RC O) tP llae 


r Q L s 


= [ostro dads : (4.212) 

Rh B(c i) 23801.2958. 

广义 变 分 原理 2 一 4: 

在 cij 和 ti 为 独立 灾 量 冰 数 时 ， 合 泛 函 (4 . 21?) 式 实现 驻 信 条 
件 的 co 和 ur 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 关 系 式 。 已 知 力 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ; 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 万 应 变 
关系 式 。 苇 用 一 般 约 划 关 系 式 ， 可 把 变 分 条 件 应 力 位 移 关 系 式 化 
为 应 变 位 移 关 系 式 。 这 是 参 共 文献 [2,8] 中 提出 的 广义 泛 通 。 

2. ÑE Sir = sÇ 


Xi €ij7— ques uina otis; —0, Jt Husos es, 


出 (4.202) 式 可 得 . 
Sam -ace Fes( Lus us, + Lurung) 


gACesCus)) 
gei 


+a (8A 8 tu) ), ud 


- [Hec Tuni)l;— Pa [uds 
s, 


I 
+— uk, itk, 
2 E 


- [ostio rue tons (4.213) 


广义 套 分 原理 2-5 . 

在 必 和 和 ct 为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 函 (4. 313) 式 实现 驻 值 条 
件 蚀 kr 和 cei 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 的 真实 解 。 

这 个 启 理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 关 系 式 〈 或 通过 
一 般 约束 条 件 把 应 力 位 移 关 系 式 转 化 为 应 变 位 移 关 系 AA) EH 
力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 它 的 一 般 约束 条 件 为 应 变 位 
移 关 系 式 。 : 

证 明 : 在 圣 什 条件 下 ， 由 泛 范 (4.213) 式 可 得 
: ŠG. -5 一 rne eet e] - 22. joe 


[(aACosQus)) Ne NE 
+I. Jei (rikura) ) s Fe [ous Jdo 


— [Ion ue dl — P. uds 
ri 


1 


Cent oides 0 (4.214) 


Rx, n 
(c His jj q 4f i+- Jur, ik. 中 - aB -0 (V) (4.215) 


g9 t 
"gAte: ji. rw 2 
[BALE I Onima, 3] +F,=o (V) (4.216) 
Gu (Orius il — P |=0 (S1) (5.211) 
ük— vk = 0 (S,) (4.218) 
其 中 在 积分 域内 ， 册 (1.26) 式 可 得 
A L. 
Juna M 
Ajjki Ex —O ij 0 (4.218) 
HUNSA 


= 132- 


1 1 1 
aci Tues ect puse) o 


= Tunit l pure. jue ess) zi =o (4.220) 
H EYER RA TÉ E 
ROTE ( 3 E , Ht 
ND som (4.221) 
BUF RAE [u RARAC. S) vr, MUS 
9A GU) om0 (4.222) 


gei 
电邮 得 
ES l = NELLE (4.223) 
FI IB 4.223) XX YEXA y S= n 
wib[o iC ec rus OL] wa] JA (Bac un Dl] 20 
: geii j 
CSi) (4.224) 
并 可 得 到 
usS[o erit us i00] -mòl < 2A. (But uo) | 


usui c Las 0 
El ($(4.218) « 
He— Ht=0 (S.) 
BERETA, KARENE y 68 f Ej — B 22 AREER 
变形 弹性 力学 的 四 类 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 有 限 变 形 弹性 力学 
问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
5、 济 足 平衡 方程 


#| 2^ (bue) bam, BHERE( 20208 ` 
LEE] 


Gar- = | -Blo ) +o iser Lus a 2A Jae 
" zx gei; 
-i [aG tus Oli Pe] uds 
8, 


- [ost ur OG) Jas (4.225) 


Y- UE ARUR2-6; 
当 平生 方程 [也 人 34 es )]. y 十 Ps 二 0 时 ， 使 泛 函 (4.225) 


RARER ES us en cu 为 有 限 变形 弹性 理论 问题 的 真实 
解 。 . S 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关 系 式 、 应 变 位 移 关 系 式 、 
已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边界 条 件 ， 它 的 变 分 约束 条 件 为 平 
E Wim 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (4.225) 式 可 得 


SG -e = 【人 «9 ,,6e14 
L4 


+u itir, m A ) eus, (2 ^ sus. ; ]ào 


-i LC us OL — P, ldurds 
s% L^ : 
- [motos ur :)L/]ds 

5 


一 [ üxo[o ii( 8x et ur Ol Jds=6 (4.226) 


HB T R Hk 228 5 8 fF 
+134 。 


f gA Gic 0] Fi 
{geis 


得 
II À ra| 25 (au 二 ui] de 
-I 


|- A Butt ur) ( 28) — Sa (2% su., ]av 


十 Í Az Ë IA (ritus, Dl jas 


8=8) t8ç 


=f == (3 iurant Awas ]8( 2 ) 
P 


— i heur (2 )- PE) (25 burs Jav 


= TES | (ons OL eco (4.2251) 
S-8,*35 


将 (4.226) 式 与 (4.227) 式 相 加 ， 则 有 
ŠG, -=M (eu 28) 8c 


32A (1 Do 
+ 一 ae Deli (3 Asit 2 Aist 


TiAnuauq— LGua—_Asa)us2)] 9ei; 


TC. ;— Ae E A Juss àv 


— n Ioan Bist ua c) Pr Ouds 


ES 


; + ussi)ls] 


-aa [2^ 2A ritur) ]]ds 
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一 [male (anus) 
B. 


ASTA Gntueou aso (4.228) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
ƏB — 
eij Jo (V) (4.229) 
4, PA 1 1 1 
743, ga (a 206g Aret nama 
1 Esni 
一 3 Qus, ar) us) ) =0 (V) (4.230) 
Uksi — Àx, =0 (V) (4.231) 
Oss( Arit ura ); — P I, =0 (S,) (4.232) 
由 (4.229) 式 证 得 
pc A OE, 
goi 
m l 
aisi(eii— bisor) 
= aiies o1, 2 一 54y 一 0 (4.233) 
Jeij 
由 (1.26) 式 得 
DA — 
Drs; UM (4.234) 
由 (4.231) 式 得 
Àk= uua (4.235) 


故 (4.230) 式 可 化 为 
647) (ios ic usns )=o (V) (4.238) 
在 边界 Ss, 于， 根据 (4.233) 式 ， 由 (4.,228) 式 可 得 
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QUSS. uu is m P 


(Sg 


` 


(4 227) 


这 正和 着 有 限 变 形 弹 性 力学 的 余 能 十 败 变 分 原理 的 泛 函 ， 亦 称 标准 
型 变 分 原理 的 泛 亩 。 


$4.4 ”塑性 形变 理论 的 广义 变 分 原理 


4.4.1 劳 能 密度 与 余 能 宽度 的 数学 形式 
为 了 建立 三 类 变量 函 教 的 广义 泛 画 及 其 广义 变 分 原理 ， 采 用 
下 面 新 型 势能 密度 与 余 能 密 庶 的 数学 形式 后 。 
取 符 号 f 
D =(2et ,e* E (4.240) 
z=[1 ey.) (4.241) 
由 (1.41) 式 和 (1 .50) 式 得 


2c tio, del un ES 
3E 
TQ) 


=E >+ diep" 2, (4.242) 


-£14€1 cip 


es 


ma. ama. 51 ) 式 得 


B(o:)- ei er do; ; +30 ds, 


1727)52, 


Es E. oq 
pu Pt 2E 


METEO | 
Lgs A0 Lgs, (4.243) 


E 
=g; = ue +; TEE dd 


OL LHLIT (4. 244) 


i 2v) 


=- 5 (ruo oubu) E g Poi: (4.248) 


x GLO UG RU MA 


" 


Gizi =O; 4; enfer 


所 以 


$9564 A lo, ptos (4.246) 


车 用 应 变 表 未 应 力 时 ， 由 (4. dme 


1 1 
~- GigE;g— Miei 


3E 
2 E (i-a 


= TE ežp= Ales) (4.247) 


2v) 
A n Pons 


1 1 
7 Piet. mimis "SE 


= Ire uiui m Bon) (4.248) 
1. Ak W E 
XE Nr 34 W AR(4.244)28 Og E y 2o AR PERI, XBBWEE( 4.242) 
式 可 表示 为 
Aleu)= ! gones (4.249) 
2. REEE 


在 应 力 应 变 (4.245) 式 和 应 变 位 移 (1.32) 式 为 变 分 约束 条 件 
时 ， 余 能 密度 (4.243 ) 式 可 表示 为 


B(os) utum rus (4.250) 
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平衡 方 各 用 应 变 表 孙 的 形式 为 
2A 
aei 

HP 9 aE EE Ep BEBO XPO E, K yB R EZ DW] 
的 匹配 关系 ， 在 建立 余 能 广义 泛 孜 时 ， 变 分 约束 条 件 平 衡 方程 应 
用 应 变 分 量 表示 。 

4.4.2 三 类 变量 函数 的 势能 广义 变 分 原理 

1. 建立 广义 泛 函 

变 分 约克 条 件 为 

1) 应 力 应 变 (4.244) 式 ， 

2) 应 变 位 移 (1.32) 式 ; 

3) 已 知 位 称 边 界 条 忻 (1.40) 式 。 

满足 变 分 约束 条 件 以 及 在 简单 加 载 条 件 下 ， 塑 性 形变 理论 的 
HETTAF ARERR. AT DATERA 


H= H: osses Fu, |a6_ [saa (4.252) 


eiit Fe [ .), d Pies: 200 (4.281) 


基于 (4.252] 式 ， 天 用 粒 氏 生子 法 建立 广义 亚 分 原理 的 证 函 ， 
于 是 有 


+ [502085 (4.253) 
82 


其 中 ij—015 Bis, Ài HARET. 
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ZO: Eijs Usp dis Bin APDXPEROLAERGEEGECEW, HA gE 


5e 56,, = 0 (4.254) 
AEWRE, TER 
Gia = [eum du : usni das 
y . 
(so x. Jð pit Cass, ;— Fius 
1 2A I 

«(0 Tij taij — i Jesu 

+(+ su uo ldo 

- [aute P20wds 

BI 


+ [ EGa— 206A: Gi al Buds=0 
s 


| (4.255) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
eu uis Wnt 0 (V) (4.256) 
9,94 一 0 (V) (4.251) 
ges : 
di £ — F = (V) (4.258) 
Feat But (4.259) 
1 z dA _ 
goutas Bits gen 0 (4.260) 
ailit Bi—=0 (S1) (4.261) 
uicdi—U (S,) (4.202) 
À:— 0i;1;—0 (S,) (4.283) 


内 (4.259) 式 得 


Bum — eu (4.264) 
B 
g^ 25 
ges : 
故 
_ 0:A £95 
Jeideni Er" 
I degsi= Gi; 
当 eh ARM, M 
JÅ n JA E 
Jeder, C5 0157 Jer eu 
gi (4.260) fl(4.265)5& n 48 
di; 9 95. PAS" -4h outi) (4.266) 


K ai 之 值 代入 (4.258) 式 可 得 

( Tst- i5) +F:=0 (V) (4.267) 
列 (4.261) 式 这 得 

e gutt 94. Ju —P.=0 (S,) (4.288) 

2 3, 

i CA. 263 o nf 8 

Aicaulim — (oe 4), (4.269) 
方 释 (4.256 人 4.269) 式 包 托 了 塑性 形变 理论 的 四 类 方程 及 拉 

K3E f. 

将 拉 氏 乘 子 代入 (4.253) 式 ， 则 得 
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ce 


Ce 


-Í zaiei (v2 t- A Jl Gu ids 


$5 


| | (4.271) 
ER. 271) ul fk; Bj A 
cua lato - P) Lot) 
(eut uL usi) de ff Pius 
d (so Jute (4.212) 
亦 可 化 简 为 
Gis i oua 0A (um Lus k wan) 
-dea(oa- 4) - Fac lav- as 
E cu 24 UG 22s (4.213) 


KBAGu)xG. 242) 式 。 

i£ iR (4.2714. 273 ) 是 三 类 独立 变量 函数 的 广义 省 函 ， 基于 
它 信 可 以 建 衬 没有 任何 变 分 约束 条 件 的 三 类 独立 变量 耳 数 的 广义 
Ti | 

2. 三 类 变量 画 数 的 势能 广义 变 分 原理 3-1 . 

TEM Ec5,0 J TUE AE EK S SB EIE PR C4 210) (3X (4.272), 
或 (4.273) 式 ) SCELSE(R ZR u 66,0 672 EPETE RE EIC) RU 

* 1437 


真实 解 。 
证 明 : i TUN 


SGaa- rl Y Deii— (eg 一 Nt)8ad 


-IG cut EARN Fildu ldo 


- [7-4 (0434 is Suds 
B! 

了 [asl rt， 2 Jb ds=0 (4.274) 
5 2 


LI Lus T I EE 


esj— i Ui,;— 一 (V) (4.275) 

Ci 一 2A 一 0 (V) (4.218) 
deg 

LE - +Fi=0 (V) (4.277) 


1 JA E a 
Pi- (euo uoo ($1) (4.278) 


ui— ñ =0 (S,) (4.279) 

这 些 方 程 正 是 塑性 形变 理论 的 站 类 方程 ， 故 使 泛 函 (4.271) 

A (或 (4.272) 式 ， 或 (4.273) 式 ) 实现 驻 值 条 件 的 解 为 塑性 形变 
理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 


4.4.3 二 类 变量 函数 的 势能 广义 变 分 原理 


基于 泛 末 (4.271) 式 〈 或 (4.272) 式 ， 或 (4.273) 式 )， 利 用 规 
一 化 方法 ， 把 变 分 条 件 续 化 为 变 分 约束 条 件 〈 或 为 一 舱 约束 条 
件 ), 可 得 到 一 系列 新 型 变 分 原理 。 

1. 满足 应 力 应 变 关 系 式 

lág. 


设 ro 一 9 一 0， 并 用 so 代替 ou, WEBECG.212):52875 


gei 
为 


* T ET 
Ga sue Fiti, aru CIT 


-4 Wis 一 Lus) do — | Pun ds 


A 
5, 


| cinesi da (4.280) 
AGO 


其 中 入 (etj) 为 (4.242) 式 。 

广义 变 分 原 亚 2-1: 

在 从 和 et 为 独立 变 置 通 数 时 ， 使 泛 关 (4.280) 式 实现 驻 值 条 
件 的 zx 和 8 为 塑性 形变 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 、 已 知 旋 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 
关系 式 (4.244) 式 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 泛 函 (4.280) 式 可 得 


ell (snot wafaa 
Ga. -4 H (ss 2 Misi 3 uj Je(54.) 


— io 9 uL 


E i; Ja ds 


= || uana (3A L)ds=0 (4.281) 
S3 
HBijg3k4BDXEGEGI SS. fd 
Eij— > uui uj,i—0 (V) (4.282) 
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(24.) +F.=0 (V) (4.283) 

Gets +3 

p,—9À i1, (S,) (4.284) 
ELE 

ui— Hi ($1) (4.285) 


由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约束 条 件 为 塑性 形 
变 理论 的 四 类 方程 ， 故 使 这 函 (4.280) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 塑 
性 形变 理论 问题 的 真实 解 ， 证 毕 。 


又 设 ou 5 t, EDEZLITTIS RETREAT: 
(4.211) f8 f 


Gaa-s— ! I ACro Y urbc aute ams 
al ] 下 
—-. uj) |dv — || Piuids— || (ui— 8:)0:51;ds 


(4.286) 
其 中 4A(ec) 为 (4.242) 式 。 

这 是 参考 文献 2] 中 提出 的 泛 函 ， 这 个 广义 泛 函 是 二 类 独 立 
变量 冰 数 的 泛 范 。 基 于 它 所 建立 的 广义 变 分 原理 是 二 类 独 鼠 安 是 
的 原理 。 它 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 、 已 知 力 的 
边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ， 它 的 变 分 约 上 条 性 为 应 力 应 变 关 
系 式 (4.244)。 

2， 满 足 皮 变 位 移 关 系 


E eg uer zj 一 0， 但 不 作 变 量 代 换 ， 于 是 出 泛 
B (4.212)5& 8] 49 
Gea JLA Co Piu dv- | Pinds 


146: 


EH (ee Jt (ui— u:)ds (4.281) 


RPAG). 242 ) 式 。 

广义 变 分 原理 2-2; 

—— T 
ACRES IE A (eos os IEEE Bl b RM AT CIR 

这 个 原理 前 变 分 条 性 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 关 系 式 、 已 知 力 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边界 条 件 。 这 个 原理 的 证 明 与 前 类 同 ， 在 
此 众 赂 。 

5 BREZ E 


E (out ) L8,50, E iB (4.272) 8 
2 FPP ,1 
Gaga- >| 0 ;;£1,;d0 


"Jes (out? — £) ls uds 


l 
JG Aon 3 人 Jucuods (4.288) 
其 中 A(es) 为 (4、 24?) 式 。 
广义 变 分 原理 2-3， 


当 平衡 方程 (4.277) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 函 (4.288) 民 
实现 驻 值 条 件 的 Wi，et1s，0ij; 为 塑性 形变 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 、 应 变 位 移 关系 式 、 
已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 这 个 原理 的 证 明 与 前 类 
同 ， 在 此 从 覆 。 


4.4,4 标准 型 势能 变 分 原理 


基于 泛 范 (4.271) 式 【或 (4.272) 式 ， 或 (4.273) 式 )， 末 用 规 
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一 化 方法 ,逐步 将 变 分 条 件 《 应 力 应 恋 关系 式 ,应 变 位 移 关 系 式 及 
位 移 边界 条 件 ) 转化 为 变 分 约束 条 件 和 一 般 约 束 条 件 《 冰 力 应 变 
关系 式 ), 则 得 到 坏 准 型 维 能 变 分 原理 ， 也 就 是 塑性 形变 理论 的 长 
i 4 PE. 

.满足 应 力 应 变 关系 式 


设 0 一 9 全. 二 0， 并 用 84s 代替 全 部 rey， 册 泛 通 (4.271) 式 


(或 (4.272) 式 ， 或 (4.273) 式 )， 退 化 为 (4,280) 式 现 的 广义 泛 顶 。 
一 步 正 是 把 应 力 应 变 关 系 式 转化 为 一 般 约束 条 件 。 
2. 满足 应 变 位 移 关 系 式 
B esi E u=), PEPEE RATEZE 
(4.280) 式 退化 为 
Gaa- ITA GIO — Fulao— | P2 


- [24 tcu - ads (4.289) 
y g&ij 


HPA Ceu) du. 242)xX. 

RERA har ARTE ERO IE HL, d EE IRIUEE y 1 ps BL 
有 有 变 分 约束 条 件 〈 应 变 位 移 关 系 式 ) 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 忆 知 
力 的 边界 条 件 和 已 知 往 移 边 界 条 件 : 它 的 一 般 约 束 条 人 性 为 应 力 应 
变 关 系 式 。 

5， 满足 位 移 边界 条 件 

若 Wi 一 如 二 0， 在 边界 Ss 上 成 立 ， 泛 函 (4.289) 式 就 退化 为 塑 
性 形变 理 沦 的 势能 古典 变 分 原理 泛 函 ， 也 就 是 标准 型 势能 变 分 原 
MAZA, BI 

H= fJ tate Flan || Pts (4.290) 


K 34 
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4.4.5 三 类 变量 画 数 的 余 能 广义 变 分 原理 


1. ÆI XE HR . 

大 应 力 应 变 《4.245) 式 、 诺 变 位 移 (1.32) 式 、 平 衡 方 程 
(4.251) 式 和 已 知 力 的 边界 条 件 (1.39) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ,塑性 
JE 3E Yeh 1e Bg 4s &E 1h B ss Jy IR PE Fr (e iR (3 48 3 U[ ERA 


s=] 9 ilit, Ses wasta, (4.291) 
”基于 (4.291) 式 ，， 利用 拉 开 乘 子 法 建 立 广 义 变 分 原理 的 广义 
ZA, TEH 


pU 
ce- 中 人 GujWsird au(ei5— 1 tni uji) 


TO E EAI IGE), ^ jov 


+ || (awls— Pi)uids— I ge jl; ds f (4,292) 
Jesu] 


其 中 ai 一 af Bi 二 Bi ACCU S Sa T. 
40,3, Ej» Wi Go, Biss Ais ti 为 独立 变量 通 数 ， 利 用 驻 
1B s 
DE : - 8G,,-0 f I : (4.291) 
WüsETVEGE. DU f i 
Gas = 《ew 一方 E HI) Da 


Hommes 3), ro 
( 


1 
十 uer nascere [ Tij a;;)Bu:, 了 


+(ast Bis— ha) ösi ldo 


+ ffo- PijBust u90:l; tAd (s. : 
A i 


dq (34. 1) 280,1; |as=0 


根据 变 分 法 基本 引 埋 ， 由 (4.294) 得 


ðA 


E Hp 一 2 i= (V) 
,.9B _ 

1j — ga (V) 
Jå p.— 

(aeg), tF =o (V) 
Ed apo p = 9B_ 

E (2 uu: us) Prl aodan 0 

g99-8u-0 

airtfi—Àxr: adds 7o 

gisl;— P i =0 (S1) 

i00 l; + A 6 E L)= (S1) 

ah? Å 1) - abo; ils (31) 


由 《4.299) 式 得 


= 


i TH 
EKI 
AB £is(o11) 
u 3B Perlos) 
ia Joia BOET 
所 以 


L) Jas 


(4.234) 


(4.304) 


SB -dorm = £u oi) 


3c .j00 «t 
g?B _ 
E c 
22B E 
2013211! o 


出 (4.295) 式 得 


a:B 1 
ee 9 ust uj 
将 (4.306) 式 代入 (4.298) 武 得 
Buc leo 
H(4.300), (4.304)fli( 4. 30) RT fF 
rA . 
OT het er gee =0 
已 知 DP =en, gua 
1 2B ii gez, 
9gij004: Ter QG 
ima LEE 所 以 


3A E 
Qed&sr. mnm 


$15(4.308), (4.309), (4.310): áf {$ 


PB v equ A (um jun 


qan: spna) BEiGSszr I NITT kt 
HE 
3B o ) (92:4) = 
Joudcu MI D Jeri š 
nme g*B 
Epa pd Gap A 


(2:498) 
(4.306) 
(4.301) 


(4.308) 


(4.309) 


(4.310) 


由 《4.395) 和 和 (4.295) 式 可 得 
E19— À1,7— Wn j— Ài, 120 } 
LIUM 


由 {4.295) 式 得 


(4.312) 


A _ - 
dc ry (4.313) 


利用 上 式 、 上 出 (4.302) 式 可 得 


+A Lu =G 
(A.314) 
Hit — Ure : 
出 (4.305)、，(4.312} 和 {4.313) 式 得 
As— B= du d 0 (Sa) (4.815) 


3j f8(4.295--4.315) &u lf. T 2848 ZERO jË [a] 88 V S E hui 28 
Akhir ae. HET (4.292) 式 ， 则 可 得 


E ; 1 
Gap-1 - Hit > Oii + 2 Gij(gí;— L Mog. ui) 
y 


2 
+ n ce 人 ee- 加 ) tali ) Fav 
| faoutas à i: (4.316) 
32 


3804. MORERA : 
Gas- | BG) eura n (3 4) Hravo, 


dés; 
-I lois L- Pouds- [| üg gil ds (4.317) 
8 
JEn HERES ° 
Ga, zt I custo ofe- A 


Tu IG. * sc 6 


° 152 ° 


- [otis (4.318) 
其 中 AA(eijy) 为 (4.242) 式 ; Br) 为 (4.243) 式 。 

泛 函 (4.316~4.318) 式 是 基于 余 能 密度 建立 的 三 类 独立 变量 
少数 的 广义 泛 函 ， 由 它们 组 成 的 广义 变 分 原理 是 无 变 分 约束 条 件 
的 三 类 独立 变量 函数 的 广义 变 分 原理 ， 小 性 形 实 理 论 的 四 类 方程 
ee 

2. 三 类 变量 函数 的 余 能 广义 宰 分 原理 3-2 

在 tr， Ess, mu HIRV ERRAR, (E Z 函 (4.316) 式 (或 
(4.317) 式 ， 或 (4.318) 式 ) 实现 驻 什 条件 的 wi, 665, 0i 为 塑性 
形变 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 塑性 形变 理论 的 四 类 方程 ， 即 平衡 方 
程 (4.251) 式 、 应 力 应 变 (4.245) 式 、 应 变 位 移 (1.32) 式 、 已 知 力 
的 边界 条 件 (1.39) 式 和 已 知 位 移 讽 界 条 件 (1.40) 式 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 巾 泛 阔 (4.317) 式 得 到 


sc cdd JA ) tF [on 


dess 


+ou- wa ER i D esdo 


= I p rela — P; jòu: 


* [iba - u (a U ye 


= f [rtou (3E L) so (4.319) 
4 j 
$5 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (4.319) 式 得 


_ aB _ 
E14 Py 0 (V) (4.320) 


' 153 ° 


2A = 
G), +Fi=0 (V) (4.321) 


e E 3A )=o (V) (4.322) 


Ei Er 
aiuli—P:=0 (S,) (4.323) 
Hi— Hi=0 (S3) (4.324) 
将 (4.322) 式 同 滋 一 因子 ， 则 得 
3B ci 3a?A Ə:B 


N: -- 
acides, FPNETPM EZET! 2 0 


由 (4.309) 和 (4.310) 式 ， 上 式 可 变 为 


0:B P 
fondaa i Mr 
利用 (4,305) 式 ， 上 式 变 为 
er oj gen (V) (4.325) 


已 知 3 = 一 0， SUR 


a*B Ieis 
Boryaokr Jor 


所 以 
PA ap _ dh 225. 
Qdeuden dodo: 3eiyatkt EOM 
EAH cu 积分 变 为 
cu A uo (4.326) 
出 (4.326) 式 可 知 ， 存 边界 Si1 与 Ss 上 有 
col = 8 (34 D (4.327) 


H: SR ES ER d: Wi o8 4.323)38 Se 1: 18(4.324) 
3h. 
E357; F£(4.320), (4.321). (4.325), (4.323) Ri (4.324) 3C IE. 
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是 塑性 形变 理论 的 四 类 方程 ， 故 使 泛 机 (4.3816) 式 (或 (4.317) 式 ， 
或 (4.318) 式 ) 实 现 六 值 条 和 个 的 解 为 塑性 形变 理论 河 题 的 真实 群 。 


4.4.6 二 类 变量 画 数 的 余 能 广义 变 分 原理 


ACT .316):X (3X (4.317) X. 2X (4.318) ) fU R B. 
化 方法 ， 把 变 分 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 件 【或 为 一 般 约 束 条 件 )， 
十 是 得 到 一 系列 新 型 变 分 不 理 。 

1. 满足 应 力 皮 变 关 系 式 


i eu— ÑB mo, 并 用 oi; RE e, DIE. 316) (或 


(4.317) 式 ， 或 (4.318} 式 ) 退化 为 
Go a [fat ee e F3 


一 a [egisti (4,328) 


其 中 Bo 为 (4.243) 式 。 

广义 变 分 原理 2-4: 

A 4 $8 zu 为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 函 (4.328) 式 实现 驻 值 条 
£r Bo có 为 塑性 形变 理论 问题 药 真 实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方 各 、 应 力 位 移 关 系 式 。 已 知 力 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ; 它 的 一 般 约 东 条 件 为 应 万 应 变 


XXe 
证 明 ; os gig CA.328)5X 1 
5Cus - =G dtes) ) Soss Cot FO ]dv 


- [eun Bo8was 


* 155 ° 


K. L (4.329) 


E 某 本 引 理 得 


AB -4. t, — y usi==0 (V) (4.330) 
0 六 7 十 新; 一 0 (V) (4.331) 
vislj;— P = f (S1) (4.332) 
ü;—uí=0 . (83) (4,333) 


利用 一 般 约 束 条 件 应 力 应 变 关 系 式 ， 方 程 (4.330) 式 本 化 为 
应 变 位 移 关系 式 ， Bp 


8 一 th 一 0 (V) (4.334) 


下 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约 束 条 件 正 是 塑性 
形变 理论 问题 的 四 类 方程 ， 故 泛 承 (4， 328) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 
iiie XE. WES. 

” 2. 满足 应 变 位 移 关系 


若 ey 一 地 Usd, 并 用 uns 代替 s MAZA, 


《4.316) 式 可 得 
K z a 2 | 


d£; 


+P] jav- | its- rosas 
oaa M (4.338) 


其 中 Bloss) 为 (4. 243) 式 。 

广义 变 分 原理 2-5: 

当 oss 和 和 DII 为 独立 变量 函数 讨 ， fiit. 335)X XC ARE 
条 件 的 c:y 和 ?为 塑性 形变 理论 问题 的 真实 解 。 


"353。 


3x A- EUR BE A ADHERE ARTE. NOR DEB XE BAH 
的 边界 条 件 及 已 知 位 移 边 界 条 件 ; 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 变 位 移 
REA, 利用 此 关系 式 可 把 变 分 条 件 应 力 位 移 关 系 式 化 为 应 力 应 


e = | | 
Wn od I. 再 泛 通 (4.335) 式 本 得 


$G,,..— 由 人 -人 (s —u, ) Jes 


EO » ， +P] ae 


9£1j 


一 fess ;)8uids 


8; 
eretti . (4.336) 
BRE Ad Ks 
Ae. —154,;—0 (V) (4.337) 
aA(eis(ur)) Po ; " 
(255: EPA M) Foo (V) (4.338) 
cul; — Pi=) (S1) (4.339) 
üc—ui;-0 (S3) (4.340) 
BU. 337 ) 式 的 存在 ， 所 以 有 
9?B _Əu;,; 0 
ERREI TE aen — 
£ 9A B us PA _ 
ERE ep 301i Geisydepr 
EAH cu 进行 积分 ， 得 
0 i1— Wit PA -0 
: Ieier 


Zi 8 (4.336) 3] HB E R — i, 
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由 于 (4.337) 式 成 立 ， 所 以 利用 一 般 约束 关系 和 应 变 位 移 关 
AX. up 


EEEH S =S, +S. b. CN 


Bo cl; = e(25. u) 
式 成 立 。 册 此 得 到 在 边界 S: 与 S: 上 (4.336) 式 中 化 简 后 的 形式 。 
出 目 述 可 知 ， 这 个 原理 的 室 委 条件 和 -~ 般 约 果 条 件 息 是 逆 性 
形变 理论 的 四 类 方程 ， 故 使 泛 函 (4.335) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 
塑性 形变 理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
š, 满足 平衡 方程 


Gi), +P =0, YAZA. 316) 式 得 到 


Gas m [t BG) touerldo 
r 


一 ee [metas (4.341) 

-其 中 &A(st) 为 (4.242) 式 1 BG )78(4.243) X. 

广义 变 分 原理 ?-f， 

当 平 衡 方程 (4.261) 臣 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 通 (4.341) 
式 实现 驻 信 条 件 的 wr，er1，gts 为 塑性 形变 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 寞 关系 式 、 应 变 位 黎 关 系 式 、 
已 知 力 前 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 

证 明 : 在 星 伪 条件， 由 泛 沙 (4.341) 式 得 


6G,,. -H-t AB eu e«)6o «Fo cbec de 


, i58* 


-[ (cul — P,)8uids— uaaca1ds 
8, Si 


一 jzscobas=。 (4.342) 
H T WE ABA ER £ H 
2A E 
ERAN pi 


所 以 有 
ae 人， do 
-=z Ja ) + (à: ER Jav=0 "s 


3$(4.342) 55 (4. uoc p 则 有 


9G, - = (es 中 pe 
Jon je 
— | oish- Bs Tue al 
š, 
-180 1 s) Jäs 
-Jp RA ES A (oo. l |] ds=0 — (4.344) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 在 积分 区 域 Y 内 得 


etim (V) (4.245) 
gipg—Àri boe (V) (4.346) 


FERET ITT 


册 于 (4.3457 式 成 立 ， 故 育 


oído OQUxi 
所 以 有 
_ SB - [ges 2e 
donde mal du s: 9 
Ə:B aes 
HT; Jon PER, 故 有 
QUE Suyu e s 4.347 
Joron T EY 9 ( ) 
由 (4.346) 式 得 
SB. Ckl—Àx,t .9*AÀ 2B 
30:;201, e EE ED 
所 以 有 
a?B E 
80:20 i CI 一 Aisi Q 


利用 (4.347) 式 得 


€(5— 41,50 (4.348) 
由 于 (4.345) 式 成 立 ， 故 有 
or A. co 
BEARS S: 上， 等 式 
Slant) )=s (2. » (4.349) 


成 立 。 
根据 变 分 基本 引 理 ， RHEU. 349) 式 ， 由 (4. 344 ) 式 中 的 
边界 项 ， 得 


oisli— Pi=0 f (S1) (4.350) 
Ài—ui-0 (S,) (4.351) 
d:— At=0 (S4) (4.352) 


组 于 Xi 是 出 积分 域内 部 化 到 边界 上 去 的 物理 量 ， 在 数学 运算 中 因 


. 160 ° 


其 物理 性 质 具 有 不 变 手 ， 所 肉 在 边界 S. 于 (4.351) 式 成 立 ， 故 有 
£1; — Ài,j E ues uss = 


(V) (4.353) 

Hi— Ui=0 : (S,) (4.354) 
出 车 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 正 基 塑性 
形变 召 论 的 四 类 方 穆 ， 故 这 个 变 分 原理 的 解 为 塑性 形变 理论 癌 题 


4.4.7 标准 型 余 能 变 分 原理 


蔡 于 泛 函 (4.316) 式 《或 (4.317) 式 ， 或 (4,318) 式 }， 利 用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 件 和 一 般 约 束 条 
忻 ， 则 得 到 标准 型 余 能 变 分 原理 ， 记 就 是 塑性 形变 理论 的 余 能 古 
x 

ME RN 


设 e, aR o, 并 用 vi 代 芝 ety， 则 泛 函 (4.316) 式 《或 


(4.317) 式 ， 或 (4.318) 式 ) 退化 为 (4.328) 式 的 广义 泛 函 。 这 一 步 
正 是 把 应 力 应 蛮 关 系 式 转化 为 一 最 约束 条件。 

2， 满 足 平衡 方程 

设 0i4,; 十 F; 二 0 成立 ， 则 泛 函 (4.328) 式 退化 为 


Giss =| B(c;;)de— [ eti Puas 
y 5i 


— |u«cstas (4.523) 
这 一 步 正 是 把 平衡 方程 转化 为 变 分 约束 条 件 。 
3. 游 足 力 的 边界 条 性 
“在 边界 Si 上， 设 cul. —Pi— 0 成 立 ， 则 泛 画 (4.353) 式 退化 


* l61* 


为 
Gus -[[5ee- [oot (4.354) 


这 一 步 是 在 上 面 转 化 的 基础 上 ， 拒 已 知 的 力 的 边界 条 件 转化 为 变 
分 约束 条 件 。 泛 函 (4.354) 式 正 是 塑性 形变 理论 的 余 能 古典 变 分 
RAMZ A 


84.5 ”塑性 流动 理论 的 广义 变 分 原理 


1.5.1 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 

为 了 建立 三 类 变量 函数 的 广义 泛 函 及 其 广义 变 分 原理 ， 采 用 
参考 文献 [10] 中 介绍 的 势能 密度 与 余 能 密度 。 在 建立 广义 泛 函 过 
程 中 ,为 了 进一步 阐明 思路 与 方法 ,采用 一 般 形 式 的 应 力 应 变 增 量 
{1.66) 式 与 应 力 应 变 增 量 (1.68) 式 进行 论述 ， 对 于 各 类 塑性 材料 
的 广义 变 分 原理 ， 在 已 和 部 载 荷 路 径 利 届 服 条 件 下 ， 代 入 具体 的 应 
力 增 量 与 应 变 增 量 的 关系 式 进行 类 似 的 论述 即 可 。 

1， 势 能 密度 

当 应 力 增 量 与 应 变 增 县 线性 关系 (1.66) 式 为 变 分 约束 条件 
时 ， 劳 能 密度 可 表示 为 

Alden f dass(desi)d(ders)= doisders (4,355) 


2. REER 
当 应 力 增 量 与 应 变 堪 量 线性 关系 (1.68) 式 和 应 变 位 移 (1.64》 
式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 余 能 赛 度 可 表示 为 
B(dc 4) | dentdonjaldoss)= s do :;de;; 
= udus: (4.356) 


ZU 


ES IE F) AX B nj ERK 


GACders) E 57 
deu = (CIE) =0 (4.357) 


考 汇 到 势 怠 原 理 与 余 能 原理 的 对 个 性 及 建立 广义 泛 函 时 变量 
质数 之 间 的 匹配 关系 ， 在 建立 余 能 广义 泛 函 时 ， 变 分 约 京 条 件 平 
衡 方程 应 采用 (4.357) 式 。 

45.2 EREZ£ÀARBUTEPIÀEI2S2AGm 

1. 145 41. 

EDAREN 

(1) 应 力 应 变 增 量 {1.66) 式 ; 

O) 应 变 位 移 增 量 (1.64) 式 3 

(3) 已 知 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 。 

当 满足 上 述 变 分 约束 条 件 时 ， 塑 性 流动 理论 的 势能 古典 恋 分 
原理 的 泛 话 可 表示 为 

r=]; doisderrdo— far. duids (4.358) 


ATA. 358) TTE PERU” 义 变 分 原理 的 
ZK. TEY 
Goa= [|| dodo ense 1. dui ,— duy) 
V c 


t Aides So) ;| iss japan 


T: (du; —dz:)ds (4.353) 


EP ansa PTS us A SECRET. 
4-doi;, dei, dui, DIE m Ài 均 为 独 总 X AR ji 5b, 利用 
IEA GR HE 
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Gra =0 POPE (4.360) 


OGp = Tea Launs dus au E 
Y 
EC 一 js DL Bist Gi; ET f 
E dz 内 
+ dt osm Ae jeg der) JC) 


MeL «s J8 (deo) do 


一 faultdp)aldu)ds 


SL 


+ 下 (duc- do dBA t (Ga ail;)8 (dui) ]ds 


一 0 (4.381) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 

deu— + du duco (V) (4.362) 
2A ; 

MA Lr Tp 563 

dais Iden) 0 (V) (4.363) 
G; =0 (V) (4.364) 

1 EE JÀ z 
giois ü Êr: FICEYBEICUTY E 一 他 (4.365) 

Z dest Bao (4,366) 
aul; -dP;—0 (S,) (4.387) 
dui— dë: =0 (S1) (4:368) 
Ài—ai5l;750 (S2) (4.369) 


rica. 366) 式 得 
，164。 


Buc — des dlc ` (4.310) 


Ei(4.363)5(2.310)4V, 18 
cloaca. PA š 
iy 2 do:;— > iang 
利用 (4.363) 式 ， 上 式 变 为 | 
aA 


aum — y dao 一 L ds (4.371) 
将 上 式 汪 入 (4.364) 式 ， 香 

G, = =! (aeut t =)= =0 (V) (4.372) 

H (4.367) (4.371) C, nf 03 
(amo oe Ene dB,=0 (8,) (4.313) 

B1(4.369)5& 5j (4.371))R, up (3 
A =a l |= —— Larut 28 zy) (4.374) 
方程 式 (4:362 一 4.374) 代 包括 了 塑 手 流 动 理论 的 四 类 基本 方 


程 及 搁 氏 乘 了 了 。 
将 拉 氏 索 子 代入 (4， 359) 式 ， 于 是 得 到 


-Gye = -M dede | s (Gos VIC 


dus -dns uj d , deu (ars 


aA 


# ss) jde- E duids 


ie 
上 面 泛 函 (4.3757 式 可 化 篇 为 


。165 + 


co 由 Ae) dru tcs (d 


— ydus -+ durn) lav— [ aPiduds 


8, 


MI 3A |] - 4.576 
eat tom dads ( ) 


亦 可 化 简 为 
all] _ 1 JÅ | Id 
co 2 dedi; > aie y (den 5 dt: 
Las dj—4 f 4 
> G us 4J- j dev |deu— Wasa ° | 
— | àP:iáwuids— ||-2 (dou l (du: 
| UE ( PETA y) 
—dii)ds (4.311) 


RPA (den) E deu 表示 的 势能 密度 (4.355) 式 。 

泛 函 (4.375~4,377) 式 是 二 类 独立 变量 函数 的 广义 泛 函 ， 基 
于 它们 可 以 建立 元 变 分 约 来 条 性 的 三 类 独立 变量 函数 的 广 AES 
E 

.三 类 变量 函数 的 势能 广义 变 分 原理 35-1 

i dei, doi, Jg jh E ERE LIEU S (4.3150 CX 
(4.376) 式 ， 或 (4.377) 式 ) KARERE 的 dus, der, dou 为 
塑性 流动 理论 问题 的 真实 解 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， dier 300) 48 


OGpa- eli (ao 一 Fia jaCdeo) 
— (des dui )o (doi) 


- 1 (aea ud 8(du«) Jd 


aldes n. 
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-f d 五 :一 ， Llasaq aaa j' ;Jecauods 


Si 
: WE 
=i (du—4n)8 + (do xo Ju Jäs 
52 
=0 (4.378) 
REJ AEE, 18 
des— dwss— dus =o (V) (4.379) 
2A _ 
dcu- an a (V) (4.380) 


9 (iout ida); Eear ECT jk 


一 0 (4.381) 
1 
ape— $ (aza Taina A ju =0 (S,) 
4P,—d4e L Bi (555 —)u o (S,)(4.382) 


du; da: =0 I (Sa) (4.383) 

这 些 方程 正 是 塑性 流动 理论 的 四 2€ dE URGE. Bk d Qai 

(4.375) 式 (或 (4.376) 式 ， 或 (4.377) 式 ) 实现 驻 值 条 件 的 解 为 塑 
性 流动 埋 论 坷 题 的 真实 解 。 证 毕 。 


4.5.3 二 类 变量 邓 数 的 势能 广义 变 分 原理 


基于 泛 函 (4.376) 式 〈 或 (4.376) 式 ， 或 (4.377) 式 )， 利 用 规 
一 化 方法 ， 把 变 苍 条 件 转化 为 变 分 约束 条 和 任 《〈 或 为 一 般 约 束 条 
件 ), 可 获得 一 系列 新 型 变 分 原理 。 

1。 满 足 应 力 应 变 增 量 关系 式 


idc; —., 25 o, 并 用 deu R dou, DERI CA 371) 
(dz) 


+ 167 - 


式 退 化 为 


Gpu-s E e CL s= T dues 


y 


一 2 dau, Je -] iPods 
i 41 


7 [as t an — (4.384) 

HoBA(deu)EIBdeiskuit 3 RES (4.355) Ae 

UR 4 LU PPP 

在 du 和 dsiy 为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 函 (4.384) 式 实现 驻 值 
条 和 件 的 4a 妇 和 detz 为 塑性 流 芭 理 论 问 题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 、 已 知 力 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 忻 ， 它 的 一 般 约束 条 件 为 应 力 应 变 
XX. f 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (4.384) 式 ， 可 得 到 


9G. -[ |- ( de:;— > duni dapi) (sco) 


= ees), 5du; do 


- Jan Gs" laauas 
ern ju las= 0 (4.385) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
de: — + duis z dus =0 (V) (4.388) 
JA e - 
Perm 一 0 (V) (4.381) 


' 168 > 


E 2A ur 
i 48^. -0 S 4.388 
4P (às) (S ( ) 


du;—dÀ-—0. (S,) (4.389) 
由 上 述 可 知 ， 这 个 诛 理 的 变 分 条 忻 和 一 般 约束 条 件 为 塑性 流 
动 理论 的 旭 类 基本 方程 ， 故 这 个 原址 的 解 为 塑性 流动 理论 问题 的 
真实 解 。 证 毕 。 
又 设 dcyy 一 ai A 
iK C4. 376)5R 188 
Gra- = | | Alder) Cae (ao — aw, I 


=0, 3Fhido,::; 局 部 的 代替 d cs ME 


一 去 dus) àv d dPiduids 


- [sino (4.390) 


其 中 A(deit) 是 用 desde SE E CA. 355) 式 。 

由 泛 函 (4.390) 式 表示 的 广义 变 分 原理 是 二 类 独立 变量 的 Ja 
Ms 它 的 变 分 约束 条 性 为 成 力 应 变 关 系 式 ， 它 的 变 分 条 件 为 平衡 
JW. REHEDIXERORGEGA. E SJ Bi PL AH BA E3343 E 
£F. 

2. 满足 应 变 位 移 增 量 关系 式 

设 deo 一 ;duny 一 二 day 一 0， 但 不 作 变量 代 拓 ， 于 是 由 泛 
通 (4.3757 式 得 

Gra- (= | A(deri)dv— |i aPiduids 

|| ! 


— lla; 2A Tan — da 


t 159 > 


其 中 4(deis) 是 用 detjy 表 示 的 势能 密度 (4.355) 式 。 
广义 变 分 原理 2-2; 
当 应 变 位 移 (1.64) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 函 (4,391) 5X 
实现 驻 值 条 件 的 dus, deis, dos 为 塑性 流动 理论 问题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方 称 、 应 力 应 变 关 系 式 、 已 知 力 
的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 
. EB]. XEXEfÉTR IF F, dizi. 391) 式 得 


3G,,_s gem) "UC 


-[ aP (du )as— [| | (du 一 asgo0)8( dos 


3i So 


1 
十 - i alae; 3⁄2) l;t- — 
ta y) L: aldur) |as= (4.392) 
因 具 有 变 分 约束 条 件 
dess 一 方 duns =s dur, i= 0 
EF Saf Aoi, WAE 
. E EE 
Wasacaess > duss 2 du de 


= [tutae + 4s8Cau)las . 
L4 
» Í Agbscduddr sd (4.393) 
BSe$,*83 
将 (4,392) 式 与 (4.393) 式 相 加 ， 则 得 
3600= (oos 2C + as du [a 


“170， 


-faoi +dP,)e(du:)ds 
- [ascen -deutd 


it (aeuo » 


一 0 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


8À 
alde: jj tei 0 


ÀiicO 
Asl; + dP = 
dui— dit=0 


Anu 二 一 shiut i 


Ə(de;; 


JA 
2 den nY 


n 


(4.394) 


(V) (4.388) 


(V) (4.396) 
(S,) (4.397) 
(S,) (4.398) 


5) (Si) (4.399) 


Vni ua a a ODER 
不 变性 ， 所 以 存 积分 域内 (4.399) 式 亦 成 立 。 将 X14 之 值 代入 


{4.395) 式 与 (4.396) 式 可 得 
DA 
alde) 


一 (avo 


— dr = 0 


Bu Gols j 


将 4 之 值 代入 油 界 Si a 


(+ dos +. 3A Ju- 


2 ub " 
一 4 五: 一 


= do; ;l; 


ys y. 


Se" 


(V) (4.400) 


一 一 diy 


(4.401) 


HERTA Xx OPE Hoe y AR PEURUE y 2p A PE E 3: 


* didi 


流动 理论 的 四 类 基本 方程 ， 坝 这 个 原理 的 解 为 塑性 流动 理论 问题 
的 真实 解 。 证 毕 。 
5、 消 足 增 量 形式 的 平衡 方程 


" DA e a a 
发 e -dos 十 二 2)» DE TEES TCREDOE TESI 
得 


co 1 qossdess) dv 


_[ ap; ; 
Jfar- (aso + á Ju Jausas 
| $ J, (aos1 aaa yu qm ds (4.402) 
X-PACdeu; 3 Mdee os S e reo (4.355), 
广义 变 分 原理 2-5: 

当 平衡 方程 (deuta y], eo 为 变 分 约束 条 伴 时 ， 使 
i£ B (4. 402) NE (I PED dis, dei, dos; HWE DEA PEE 
问题 的 真实 和 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 、 应 变 位 移 关 系 式 、 
已 知 旋 的 边界 条件 各 已 知 位 移 进 界 茶 件 。 
证 明 ， 在 驻 信 条 件 下 ， 由 泛 测 (4.402) 式 得 


9G,,. =f] — j drud Ceu) dedos) du 


-Al àP.— A (aont 30s à v acaw) 


— du.à od. 3A jas 
amaf dr.) ace) ds 


+Í am 5 人 (2 ao 十 DEG yt ds 一 0 (4.403) 


由 于 具有 变 分 约束 条 件 
3 (dont 
RERET AS w 


i gA 1 
| à ( ydo 2 15355). € x 


DA 
一 -Åi 3( i y 
l -Àn4 ,; dei ipt 2 di 


$n), = 


十 I A; deu Ss 人 4)bas=0 (0 (404) 


8=8 O*Ng 


将 (4.403) 式 与 (4,.404) 式 相 加 ， 则 得 
5G，- nll (ders) dos) 


DA 
=} (dos tàn a(dei; )8( desi) ) ae; Jas 


-Düse-( dri as) Je) 


DA i 
—(Acraso8( 1 dcs PRAE » Jas 
+ faraoa X +-1- ag. S- )Lds 
2 
.=0 (4.405) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
des — y hi 一 二 A111 二 0 (V) (4.406) 
PA .- 
dcr a Pi eres Sola (V) (4.407) 
5d gA NX. 
aPi— s (aot S )uo (S1) (4.408) 


ÀActdu-0 (S1) (4.409) 
ji 十 dz 一 0 (S3) (4.410) 
由 (4.409) 式 可 知 41 二 一 dwt。 玖 为 41 基 由 积分 域内 部 化 到 边 
界 上 的 物理 量 ， 故 在 积分 域内 有 71x 一 一 dati。 
将 (4.409) 式 代入 (4.406) 基 ， 得 
deu dur, 一 P du, =0 (V) (4.411) 


将 (4.409) 式 代入 {4.407) 式 ， 并 考虑 到 (4.411) 式 及 应 力 hš 
量 与 应 变 增 量 成 线性 关系 ， 则 得 


PA 
= eaan ^" 
=a í — .94 = 
—doci; alden) 0 (V) (4.412) 
在 边界 S: 上 有 
du 一 da 一 0 (Ss) (4.413) 


由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 、 应 访 
学 变 关系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 ; 它 的 变 分 
约束 条 件 为 平衡 方程 。 这 些 方程 正 是 塑性 流动 理论 的 四 类 基本 方 
程 ， 邦 这 个 变 分 原理 的 解 是 塑性 流动 理论 问题 的 趴 实 解 。 证 毕 。 


4.5.4 标准 型 狂 能 变 分 原理 


基于 泛 函 (4.375) 式 〈 或 (4.376) 式 ， 或 (4.377) 式 )， 利 用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转化 为 变 耸 约 求 条 件 或 一 般 约 训 条 
件 ， 则 得 到 标准 型 势能 变 分 原理 的 泛 函 。 

l. 满足 上 应力 应 变 增 量 关系 式 ， 


dro uos. ymo 并 用 dei 代 蔡 doiy， 则 泛 画 (4.377) 式 
退化 为 (4.384) 式 型 的 广义 泛 本 。 这 一 步 正 是 把 应 力 应 变 关 系 式 
THUS REEL IR T. 


004 


2， 淖 足 应 变 位 移 增 量 关 系 式 
设 des. dui; dui 0, 但 木 作 变 时 代替， 于 是 E 
函 人 《4.384) 式 退化 为 
Gpa-1= ||| A(desi)dv— l| dPiduids 
Į ! 


zr. ages 
[aae (tn (4.414) 
2 


ZERA- -AMERRE HEERE DREE 
有 变 分 约 永 条 人 性 【应变 位 移 关 系 式 ), 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 志 知 
31 89:331 28 M: 3 EL AARAA 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 
ERRA 
3. bou 2 3 eL E T 
设 dui 一 dz 二 0 在 S, bxEGL.2£BRCA.414) GB 4k pr 8] 81 2k 
能 变 分 席 理 的 泛 晒 ， 亦 称 执 能 古典 变 分 原理 的 泛 函 - 
H= A(dei v-— Piduids 4.415 
li (ders)d f: d (4.415) 


4.5.5 三 类 变量 函数 的 余 能 广 又 变 分 原理 


1. mx I^ X zd 

EDARRA 

(1) 应 力 增 量 与 应 变 增 量 (1.68) 式 ; 

(2) 应 变 增 量 与 位 移 增 量 (1.64) 式 ? 

(3) 平衡 方程 (4.357) 式 3 

(4) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.69) 式 。 

当 满 足 上 述 变 分 约束 条 件 时 ， 和 塑性 流动 理论 的 余 能 十 典 变 分 


.175 、 


== IE ea a (4.416) 
EPU. 416) A AMRRR 子 法 建立 广 义 变 分 原理 的 广义 
id, 则 有 
pb == [y dondu "m (deu? dus, E 
V - 


| B "EY 
Ba (deo 365) *^ (318275), , | 
+ [ceruti andi anasu l ds . f (4.417) 
其 中 arr 一 ay Bussi 3 "vn 


^ dci de, due ao, fir Ào uu 19A EE ARO 
FUR BR A tk | 
| f 8G,,-—0 (4.418) 
WERKER, MWA 


G; = 用 face- u da 一 了 du; ša 


Im x pa 
"(es Ha Pt TO 9^ 


TI PEE S. 
(dua ti Tanoa Sen 


+ (3 dao 一 an (duss) (au Bis 


23A d 
w Be ee) e (deis) do 


T I| | (dol - àP)8us c uib(dai;lY 


ma I; )|e- asas ;) 


Ai ders) 


. 176 ° 


-Ae( IA L) [do - (4.419) 


dl de: oy 
r. 由 (4.419) 式 得 
de:;— 二 L duos duc 0 (V) (4.420) 
. 3B = 
deu — aides 0 (V) (4.421) 
aA < 
"en ña sns 
1⁄1 a B 
2 (> deta da 一 TE CETO 
(4.423) 
了 do 一 au 一 0 (4.424) 
ai T Bif— Aet 3s di T 一 0 (4.423) 
时 于 (4.420) 式 与 (4.421) 式 成 立 ， 则 由 (4.423) 式 可 得 
pai=.! dosi (4.426) 
由 (4.424) 式 ， 得 
G: = T (4.421) 


由 于 (4.426) 式 (4.427) 式 〈4.421) 式 和 (4.420) 式 成 立 ， 由 
《4.425) 可 得 到 


As, Um desi du, t 


所 以 I 
= di (4,428) 
BiT(4. 421) BILE RGR X, WA 


BTG.429) HL, AR S=S +S, L, ufi 


uim —Ài—-— du (S1) (4.430) 
do:«l;—-dPi—2 (S,) (4.431) 
düi— å; = d&ii—dui-0 (S4) (4.432) 
方程 (4.420~4,.432) 式 包括 了 塑性 流动 问题 的 四 类 基本 方程 
EASULEGET. MERDCRRET UA (G4. 410), TEIT 
Gpo-1= L qoudu, l: gii l dus: 
pb-i [ze dunst} doss( dei 2 


E M TETTE 2 .. 
> duss) + 5 do des 255,55) 
Jå ] 
iu 055). je 
- [| as ti - ap yaw Jds 
8; 
- || azartas (4.433) 
$2 
对 上 式 进 行 化 简 ， 可 得 
3A 
G b-.i7 — iS abierit 
2b-i Jl B(doi;) T do ideu t+ du (és) Je 
- [ot ap aws I 
81 


— Í ¿mÁ dgi; l; ds f (4.454) 
S2 


亦 可 化 简 为 
EIN T S 
eni 3 do: de; + > dc IC em) 


+du: (58). lav 
- || cavi Ll; —dP duds 
S, 


ZEE 


- [ao l; ds (4.435) 


其 中 &(deiy) 为 用 dg (4.355), B(doj) HA doi; RIR 
的 (4.356) 式 。 

泛 函 (4.433~4.435) 式 是 基于 余 能 密度 建立 的 三 类 变 晤 亲 效 
的 广义 泛 画 ， 出 它们 形成 的 广义 变 分 原理 是 无 变 分 约 来 条 件 的 二 
类 独立 变量 函数 的 广义 变 分 席 理 ， 并 以 塑性 流动 埋 论 的 四 类 基本 
LE OBSS DE EQ 

2. 三 类 变量 函数 的 余 能 广义 变 分 原理 5-2 

du dec, dos 为 独立 变量 函数 时 ,使 泛 函 (4.433) 式 (或 
(4.434) 式 ， 或 (4.435) 式 ) 实现 驻 值 条 件 的 dus deis, doo 为 
塑性 流动 理论 问题 的 真实 解 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， Bt le 


Grs -25 [J| (des ais, 2 edo) 


2A 
+ (geass)),, Cau) t (aso 
23A 
= dus, '" S(aeu)8(dexi) )ecaejav 


-Par —dàP;)ó(dui)ds 


- leenay dub (551, s Jas 


- [eraon du; 6 (4 2) Lj) Jas 


一 0 (4.428) 


首先 论证 ， 车 


a na 


成 立 ， 并 为 线性 关系 ， 则 有 


FA deu 
D(dši )Ə9(d8eri) dos: 
22A 2!B- 


Tilden Aen) Ildo: dder ° 
其 中 考 虚 到 


2 .9:4 常数 
9(deis)9(dexi) 
对 上 上 式 进行 积分 ， 则 有 
9?A 
ra ES eu er q 
dide Sidon) de do; j =0 (4.431) 
或 写 为 ñ 
Ə à 
uu — asi = 4.438 
ETE TUN, do:;—0 ( ) 


OMBUEAIRHOKSDA. dEREUEAIPECLASOGUIM 。 
(V) (4.439) 


q=. 2B 
eg rr m 

2A Y _ e 
(201531, 79 (V) (4.440) 


g?A 
= i eure emere BIS) V . 441 
dos duki COPEC) : (V) (4 ) 


考虑 到 (4.437) 式 ， 出 (4,441) 式 得 


ep 一 dui; 7 duri (V) (4.442) 
"ESI. 438). FURS EB (I. 
do:;l;—dP(—0 : (51) (4.443) 


项 。 在 边界 $s 上， 有 | 
dü:—dui-0 ` (82) (4.444) 
Ji f8( 4.43974. AAA) SX IE E BB E 38 16 nj Bi BJ p DIS 73 
B BOX OEGUBSE BERSED Xi. WE. 
4.5.6 二 类 变量 通 数 的 余 能 广义 变 分 原理 
基于 泛 画 (4.433) 式 《或 (4.434) 式 ， 或 (4.<35) 式 )， 利 用 规 


«1805. 


Eur 


一 化 方法 ， 把 变 分 条 件 转化 为 变 分 约束 条 件 《 或 为 一 般 约 束 条 
H) TESCH XKR IANA AEN, 基于 这 些 
gras LEH, . 

: MU aqa aq 


H de j — 2s; v) 一 0， 江 用 dou fVE dec, Wiz (4.433) 


式 (0X (4.434)0&,. 3X (4.435) X). BEA 
G;, m [jilo u) talaca 


E (dvi; 1; — dP; )du;ds | dado: l;ds 
I (4,445) 
A PB(do iu) fidos KmIBALBESIE(4.356) 3f. 
I X352 8382-4. 
企 dce 和 at 为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 函 (4.445) 式 实现 驻 值 
条 件 的 dc 和 dx 为 塑 任 流 动 理 沦 癌 题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 增 攻关 系 式 、 已 
知 力 的 边界 条 人 性 及 已 知 位 移 边界 条 件 ! 它 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 
载 量 与 应 变 增 是 基 系 式 。 这 正 是 塑性 流动 理论 问题 的 Hellinge- 
rissner's 原 理 的 形式 。 
2， 满 足 应 变 位 移 增 扯 关 系 式 


设 den dun y dun=0, EURTEREREIGB T 是 由 


PPB (4.433) 48 
G> =f] —B(das;) + ATirdëis +-Ł dassdur, g 
u 2 2 


dui Fe 


] — j š i a 
aldei; 5] j pe Jae jl; ¿P duds 


* i81 - 


H 


- [[auaesitias (4.446) 

其 中 Alde) B(dos) des Sdesd€RIB (4.355) 式 与 
(4.356) 式 。 

广义 变 分 原理 2-5; 

当 应 变 位 移 (1.64) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 两 (4.446) 式 
LAMER don, des, du: 为 塑 件 流动 理论 问题 的 真实 解 。 
— 这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 增 量 关系 式 、 蔬 
知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 

证 明 ， et I 


Gps - = (i deut i - dui, — Pn 2 be 
1 E Q*A 
+t (So dus: Alde )Ə(dek:) Ja(de) 


++ drudldu: EGGS Sdu) lav 


ee oia ih 
81 


due (Ft jb Jas- f [ewstaes) 


Sa 


-auh A a l )|a =o (4.447) 
因 具 有 变 分 约束 条 件 l 
dei — — y dun; dus =0 
了 肥 拉 氏 乘 子 Aug—is, WA 
[aC — ài.» 


一 [|C sas.) + À: 8( du ) ]dv 


— [ 8au)ds=0 (4.448) 
S-3,*83 


(4.441): X iC 4.448) nn, Bit 
à E i DE 2B 
6G, s HI j dei + 2 dui,;— a do) 


3A 


ii À1;—dur, 
doiit Ary — dux ' alasi jaden) 


| ldeiz) 


NUM JA ) ] 
Pain- RAE "t (scis. Ot (dui do 


— [tarot e Poco Hamilo o) 
81 


-arid A y" t )=(} doits 


—¿uljó(auo|a — || [ani Clo s) 
$y 


eub (ge )- (z desst: 

— his ls J8(cuo |ds=5 | (4.449) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 

T des duo ge, co (V) (4.450) 


a(do i) 
考虑 到 变 分 约束 条 件 和 应 变 位 移 增 量 关系 式 ， 上 式 变 为 
ðB _ 
desea (V) (4.451) 
出 (4.449) 式 ， 可 得 
| doct Au dur: ate a = 一 0 (4.452) 


考 喷 到 变 分 约束 条 件 补 旋 变 位 移 增 量 关 系 式 与 (4.451) 式 的 成 立 ， 
B. EAS RS 
hu 一 2 dos (4.453) 
H(4.449)5k, uff 
Aissi- dc isi (08) F =0 (4.454) 
将 An 之 值 代入 上 式 得 5i 
| TUE n SUA) 
EARS =S +S, E, ESCALA AXE Au 之 信 ， 


则 得 
de ol -dPi-0 (Si) (4.486) 


dü;—du;-0 . (Ss) (4.457) 
也 上 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 正 是 塑性 
流动 理论 问题 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 塑性 流动 理论 
问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
3. 满足 增 量 形式 的 平衡 方程 


Ya 3A 5 
z Ga) —0, MAZE (4.433) R 


Gra -6 一 ic B(da i) +da de :;)do 
c [amt ttoian- amit (a 


其 中 8(dowj) 是 用 doij 表 未 的 余 能 密度 (4. 356) 式 。 
广义 变 分 原理 2--6， A 
当 平 衡 方程 (4,357) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 函 (4.458) 式 
实现 驻 什 条件 的 du:、dots，ds11 为 塑性 流动 理论 问题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变 增 晶 关系 式 、 应 变 位 移 增 量 
关系 式 、 己 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 
证 明 : 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (4. 咎 8) 式 得 
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8G,, -8 = -I deis 一 HEr 2B e (an 


+doud(dews) |av — | (de jl | —dPi a 


SI 


d dui&( da :;1;)ds 


-[ dab (do sl; )dso (4.459) 


S2 


由 于 具有 变 分 约束 条 件 


GE m? 


lI Me (55), n 
sls CADO Gs js 


十 is AŠ s s)ds=0 (4.460) 
将 (4.459) 式 与 (4.460) 式 相 加 ， 则 有 有 

2B ' 
dGpp += deu — 4 5) (n 


[aes LT TERDEE ET] acaso Jae 


-[ (de 41; —dPi)6(dui)ds 


81 


— I ES (dos; Uu) -As( soo L) |as 


~ f [astaat 2 (4. i) aso 
32 
(4,451) 
很 据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
deu— (4625 (V) (4.482) 
Nc IA gi 
doi; As re ry, ie (V) (4. 463) 
ao Jl i —dPic 0 ($1) (4.464) 
H T(4.462) 8 m. Ms diis 
do:;— 3 ) =0 
因此 ， 在 边界 S14 上 有 Ü 
À:—duic 0 (S1) (4.465) 
在 边界 $2 上 有 
A:—du:= 0 (Sa) (4.466) 


因 4i 是 由 积分 域内 部 化 到 边界 上 去 的 物理 量 ， 所 以 Ma WY A 


329 
Ai dui (4.467) 


x ERA (4.4863) R, BS (4.462) X ARES T JE SU 
deu — y dus; Lui (V) (4.488) 
BERGIE, KARET ¿y 4 dE ug SIEGEN 
塑性 流动 理论 问题 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 塑性 流动 
理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
4.5.7 标准 型 余 能 变 分 原理 


基于 泛 昌 (4.433) 式 (或 (4.434) 式 ， 或 (4.435) 式 }， 利 用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 件 (或 为 一 般 约 束 
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条 件 ), 册 得 到 标准 拒 余 能 变 分 原 必 的 泛 琐 ， 也 就 是 塑性 流动 理论 
阿 题 的 余 能 古典 变 分 原理 的 泛 西 。 

1. 满足 应 变 位 移 增 量 关 系 式 

Was — LAE. o, 并 用 dois 代替 deu, WEITE ICA. 433) 

(dai) 

3X (或 (4.434) 式 ,或 (4.435) 式 ) 退 化 为 (4.445) 式 型 的 广义 泛 函 。 
这 一 步 正 是 把 应 力 应 变 增 量 关系 式 转化 为 一 般 约 束 条 件 。 

2. 满足 增 量 形式 的 平衡 方程 

设 dous, = 0 成 立 ， 则 泛 函 (4.445) 式 退化 为 


Gb -1 =] B(do:;)dv 一 [aet —dP;)duids 
r. 84 


一 || ausa stids t (4. 499) 


33 j . : 
这 一 步 是 把 应 力 应 变 增 量 关 系 转化 为 一 般 约束 条 件 之 后 ， 再 把 半 
寺 方 程 转化 为 变 分 约束 条 件 。 
3. 满足 增 重 形式 的 力 的 边界 条 件 | 
在 边界 Si 上 ， 设 dowsls 一 dB;=0 成 立 ， 则 泛 函 (4.469) 式 退 
化 为 


Gps- - a (4. A10) 


一 步 是 把 力 的 边界 条 件 转化 为 变 分 约 东 条 件 。 泛 函 (4.470) 
Xe 


$4.6 ”里 变 理论 的 广义 变 分 原理 
4.6.1 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 


为 了 建立 三 类 独立 变量 耻 数 的 广义 泛 函 及 其 广义 变 分 原理 ， 
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必需 采用 新 型 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 。 因 为 通常 的 势能 
密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 是 应 用 了 应 力 应 变速 度 关系 式 进行 了 
变量 代 换 , 消去 了 一 类 变量 函数 ,使 应 力 应 变速 度 关系 式 成 为 变 分 
原理 中 的 变量 通 数 之 问 的 一 般 约 束 条件。 下面 论 壕 过 程 中 略 去 弹 
性 变形 。 

t. 势能 密度 

在 应 力 应 变速 度 (1.94) 式 《或 (1.95) 式 ) 为 变 分 约束 条 件 
时 ， 势 能 密度 (1.101) 式 变 为 


AG) i, ai yi; (4.471) 


2. REER 
在 应 力 应 变速 度 (1.96) 式 (或 (1.97) 式 ) 及 应 变速 度 与 位 移 
速度 (1.93) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 余 能 密度 (1.102) 式 变 为 


Bo); is 


车 平衡 方程 (1.92) 式 用 应 变速 度 表 示 ， 其 形式 为 
(29( H)& + 85,0, p) t Fs 3 
—(2g(H)s;), T Pi—0 (ERRER) (4.478) 
考虑 到 势能 原理 与 余 能 原理 的 对 慢性 及 建立 广义 泛 隐 时 变量 函数 
之 间 的 匹配 关系 ， 在 建立 余 能 广义 泛 函 时 ， 变 分 约束 条 件 的 平衡 
方程 应 采用 (4.473) 式 。 


01,010 (4.472) 


4.6.2. ZR EEABSHT E X ER pun 


1， 建 立 广义 泛 函 
变 分 约束 条 件 为 
(1) 应力 应 变速 度 (1.94) 式 (或 (1 .95) 式 )， 
(2) 应 变速 度 与 位 移 速 度 (1.93) 式 ， 
(3) 位 移 率 度 边 界 条 件 (1.99) 式 ; 
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(4) 不 可 压缩 条 件 (1.100) 式 。 
满足 上 述 变 分 约 来 条 件 时 ， 稳 定 嫂 变 流 动 理论 的 势能 古典 变 


分 踊 旺 的 泛 珊 人 3,57) 式 变 为 
H = Jl; Trb Fi tav- lá ids (4.474) 
XT IET, DB T eir] XE AUR 理 的 
W, WE 
Gos=— [i 1 potto Peta 45; 


ELLE TES 


Spean A Ci; — ùi )ds (4.475) 
其 中 asa; "Hogan; " AiSESGET. 
他 gig Bu, dh, du, Bis A 均 为 独立 变量 函数 时 ， 利 用 
驻 什 条件 
确定 拉 氏 乘 子 ， 于 是 有 
eG, e [I| (eut der M 


$G, ,=0 (4.476) 


+(oc, /—2g(H)š0 58006 T (ai, —PF,)88; 

H Tys Ta: — 24g(H )s5)86ss 

* (o bu £u) 5e dv 

-[ (adul, + P,)68:ds + | [Cran 
3 


81 2 
(ÀA:i—a(1;)82:]ds—0 (4.477 
出 十 385 一 0， 改 式 中 积分 项 有 下 面 关系 武 成 立 ; 
。 189- 


pego mu tug OD Bu) Sed 


v 
-[t subiici 
L4 


(4.478) 


由 于 S01 j £55 bad, 6g, 82 ¿G D 


ERE, RE IERE 


éi 一 dE 450 (V) 
g, /—2g(H)ë: =0 (V) 
1 . 
=: + 0 = V 
THe Hpi =0 (V) 
G; | —Fi=0 (V) 
f r gu tas 2ug( H) Bs 0 

os asl; Pi=0 : (S1) 
&i—di—0 (33) 
A =a:;;l; 

HEKA. HI 
l 

Ais Ig 
0i;— 一 pes neta UD) 


Aim cy F (su ug Hs) 


(4.418) 
(4.480) 
(4.481) 
(4.482) 
(4-483) 


(4-484) 
(4-485) 
(4.486) 


(4.481) 
(4.488) 


(4.489) 


dE Ie às dc 0 成 立 的 情况 下 ， 上 述 方程 包括 了 稳定 S 
变 流动 理论 的 四 类 基本 方程 及 拉 氏 乘 子 。 将 拉 开 乘 子 代 入 方程 


(4.475) X, WR) XE HR. BU 
Gea- ls - 0 j&i Fiti ) 


r 190 - 


DS - (org 9ug H)b) Gu — Lad 


= je) m pto, 718 (D 6 Jav 


- | Pitias- u 2 


—ú:)ds (4.490) 
式 中 刊 用 上 一 全 :一 0 的 条 件 进 行 了 化 简 。 
i£ E (4. 490) 5X REB y 


Geam [f i, oranes ra 
1 n 1. 
-phg Ott ug (Hiu) (t= yas 
i. 
— j |) do — || P.uids 
ple 
一 [ a. (gi; 3ugC H)&ij)l, (à; —à:)ds (4.491) 
Alctu 
亦 可 化 简 为 
Ges) kis 
— y Ung neu Xen - due, às) 
kuti 7 28H) 6)) |av 


+u 
De 


+i) Jds | (4.492) 
ERG. 4807-4.492):X E = 533 3aR 838057” NÉE, H 
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它们 形成 的 广义 变 分 不 理 是 元 变 分 约束 条 人 忻 的 三 类 独立 变 重 淆 数 
的 广义 变 分 原理 。 

2, 三 类 变量 函数 的 势能 广义 变 分 蒜 理 5-1 

在 满足 不 可 压缩 条 件 (1.100) 式 的 情况 下 tbog Os) 
为 独立 变量 函数 时 ， 使 泛 画 (4.490) 式 (或 (4.491) 式 ， 或 (4.492) 
式 ) 实现 驻 值 条 件 的 引 ， 志 7，ayfctr) 为 稳定 里 变 流动 理论 问题 
的 真实 解 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 顶 (4.491) 式 得 

86... fj {- jud de pd à» Jot, 

一 | iure De) LE 


(o1, 28 (H)64) c2? gH (o 


à.) 86s lav 


1 
2 
p.— 1 ç > " A4 
f» E urit Sue Ce) nas 


AR | 
I-c- ul 


51 
-| |i (人 A agüDes)u jas 
33 

一 0 (4.493) 


式 中 利用 #+ 一 zt 一 0 的 条 件 ， 在 运算 过 程 中 有 
Los HUI es) di 


NI I , . 
cip, TRH) e )bts (4.494) 


的 关系 成 立 
由 于 oy (oj)，,8y，s+ 的 相互 无 关 且 为 任意 贰 数 ， 和 根据 变 分 
法 基本 引 理 可 得 
* 192 = 


$1;— L ds; lui = 0 (V) (4.495) 


2 

0,,—29(H)e5 —0 (V) (4.496) 
[eG T2ugC(H)8:5),i + Ft 

—gij14-Fi—0 (V) (4.497) 
Pi- cou ug De) 

—Pi—coijl;-0 (Si!) (4.498) 

di—di—0 (S2) (4.499) 


由 上 述 可 知 ， 方 程 (4.4985~4.499) 式 ， 正 是 稳定 娇 变 流动 理 
论 问题 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原 巫 的 解 是 稳定 九 变 流动 理论 问 


4.8.3 二 类 变量 函 数 的 势能 广义 变 分 原理 


1. 满足 应 力 应 变速 度 关 系 式 
d ci—29 (H)& i =0, # H ë; 代 oio), DY iE B 
(4.490) 式 (或 (4.491) 式 ， 或 (4.492) 式 ) 退化 为 


Gigs AT - [dz ees Pe 
—2g (Hen — 3 E $5.) ]dv 
-f Piras- [| Gehe on (aiias 
31 E 


(4.500) 

I^ X322 8182-1, 

在 满足 不 可 压缩 条 件 (1.100) 式 的 条 件 -下 ， 当 如 和 s 为 独立 
变量 纹 数 时 ， 使 泛 画 (4.500) 式 实现 驻 值 杀 件 的 ii 和 5 HAER 
变 流 动 理论 问题 的 真实 解 。 
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这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变速 度 与 位 移 速 度 关系 
式 、 力 揭 近 界 条 件 和 位 移 边 办 条 件 。 应 力 应 变速 头 关 系 式 为 原理 
的 一 般 约束 条 件 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 性 下 ， 册 泛 函 (4.500) 式 得 


8G... -J (es 一 T tii yas SIH) 
- [Gg (D), Pldu Jae 


- JEP: esanetaesas 


31 
一 | mao Go De U1asmo (4.501) 


CERTE E RET 1:5 8E E21 c EFI 


得 
tumi of 一 于 4 一 0 (V) (4.502) 
29( Hei) + Fi=0 (V) (4.503) 
P,—(2g(H)81)l;—0 (S1) (4.504) 
di—di—0 l (S2) (4.505) 


由 .上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约束 条 件 正 是 稳定 
葡 变 流动 理论 问题 的 四 类 基本 方 算 ， 故 这 个 原 骨 的 解 为 稳定 蠕 变 
流动 理论 问题 的 真实 解 。 证 红 。 

又 设 o1,;—2g(H)6450, Hiat, MRKA A tis MZ A 
(4.491) 式 变 为 

tl | dy 


-uues -去 bs) jäv 
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~- f| Pinds- [A aaa: (4-506) 
81 £3 


gea aoc olg dt, 可 得 cy /一 rtyo 

贞 泛 函 (4.506) 式 形成 的 广义 变 分 原理 是 二 类 独 工 变 景 函数 
前 原理 ， 它 的 变 分 条 作为 平衡 方程 、 应 变速 度 与 位 移 速 度 关 系 
式 、 力 的 边界 条 件 和 位 移 边界 条 人 性。 应 力 应 变速 度 关系 式 是 这 个 
rd ees : 

2， 满 足 应 变 位 移 速 度 关系 式 


Ë tus dii hcm 保 不 作 变 量 代 换 、 于 是 由 E 
(4. 420): 可 得 
Gea- =f. pere 1)ëí£— Fui; |do 


š | 
-| Pasds— || EU ci 
a Mi 42 


t2ug( H)is)l (à; —ài)ds (4.5012 

广义 变 分 原 还 2-2， 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 旋 变 速度 与 位 移 速 度 (1.93) 式 为 
变 分 约束 条 件 时 ， 使 泛 函 (4.507) 式 实现 驻 值 条 件 的 kis issos 
为 稳定 螨 变 流动 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方 程 、 应 力 与 应 次 速度 关系 式 、 


Aes s —— RÀ AA 


y 2 
TY 2ug (Heu) 


tydy loutzag(Hyt)hðulds=0 ` (4.508) 
O AFRA ZO RRI 
f | bu iis — 3 dro 
取 拉 氏 乘 子 As—Asn 所 以 有 


III Ce i DEP y 
[4 I 


= [f Aiden Ain aya — [ Agl;6zds (4.508) 
A M 


S-B.*S3 


将 (4.508) 与 (4.509) 式 相 加 ， 则 得 
8G; a-o = [C2gCH) 8 206 


+OP dildo- [| Auts 十 五 ;)8zrds 
Bi 


[¿¿; — 1 ys. l EL gas , 
-fo so08f; PE RETO 2ug(H)8 ju 


+| julie (su 2ug Hyeu)l, ]es.]as 
一 0 (4.510) 
Hy; 05 So HE BOSE SCHO, REZ 法 
DIS 


2g(H)&i + 4:50 (V) (4.511) 
Àip;- F =0 (V) (4.512) 
Ai l; +P =0 (S,) (4.513) 
人 一 全 = 一 0 (S2) (4.514) 
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Aum c Corta ID I (4-515) 


由 于 Ao RB Ry UA NMESILSE F30492888, RAE BB BE DR E. 
有 不 变性 ， 故 在 积分 域 内 (4.515) 式 成 立 。 将 1 之 值 代入 
{4.511) 与 (4.512) 式 ， 则 得 


Si gu uT (He) =0 .(V) (4-516) 


-[ ostus] , +Ë, =0 (V) (4.517) 
将 44 之 值 代入 (4.513) 式 ， 则 有 
P,— iis (rut 2ug(H)s« )ls=0 (4.518) 
BERTH, x^ BBARU Ey OR IE ARRIE P: Sa ë 
Mu Lus BER IAEXECRTITR. Mox4 dE cS BU AO SR E Ba be t 3d 
理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
pe he 
BL tug Heus Jo F0. PEHEZ 函 (4.490) 
式 得 到 
Gem rre Fg (H)e)6u ]ae 
E rint rome jaas 
+ f sermone on jas (4.519) 


广义 变 分 原理 2-3， 
在 满足 不 可 压 绒 条 件 下 ， 当 平衡 方程 


ipu rrt 2ug De). 了 十 f =o 
WASH, TRE. 519) N SSE EAR (ERU da, is 
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044 《941) 为 稳定 晓 并 流动 理论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 与 应 变速 度 关系 式 、 应 变速 凑 E 
位 移 速度 关系 式 、 力 的 边界 条 件 和 位 移 边 界 条 件 。 

证明; ERER, HBU. SIDR 


ŠG; a-z 中- PIE i puta 
tl -u29 (H jedes |v 


| ! is 
li^ T (ot 2ug( H)&o ) s Jon 
1 

一 | Let stein] las 


+ sel Lu outeurs) jaro (4.320) 
2 


由 于 具有 变 分 约束 条 件 
AA Deu Js 十 天 ,一 0 
EUSEGCPAs BD 


10 d LH ogi H? v 
ut Eos 25(H)eu) | do 


--[ Av e( Lou p 29(H)6;)de 


+ ] Aiò (Aures ina °g (H)6s ds (4.521) 


£1"S2 


将 (4.520) 瑟 (4.521) 式 由 加 ， 则 得 


aG. = [Lo pp rhe net 
ER ERE Lid 
[rpari tA E 2 (8) 
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—(a —uysgH)es; Bec; Jav 
- | [pm Crane Jes. 
-artan Lot Lo. 2g (H)es |l; Jü 


(X à5 ai; tË- 2g(H)8;,Msds 
-J bas lg ) 


一 0 (4.522) 

Hiei), Obs GG HE HOO EE REUEE, RIDE EE 
ERU HRS 

t= A, rn pm (V) (4.523) 


Counts ae QD) -G 2200650 


Tu 
(V) (4.524) 
Pos iue)2ug (Hye) (31) (5.525) 
用; 十 2 一 0 
Ej Aim —düi (S1) (4.5268) 
Actio (S3) (4.527) 


已 知 在 边界 上 4 一 一 如 成 立 ， 故 在 积分 域内 此 关系 亦 成 立 ， 
将 此 关系 式 代入 人 4.523) 式 ， 则 得 
BT V eii diuo (V) (4.528) 
将 45 一 一 和 代入 (4.524) 式 ， 吕 得 
nz - -ai (P. CH)) — (1—u)2g(H)é:,0 
利用 (4.528) 式 ， 把 11 用 2&ij 代 入 上 式 ， 则 得 
+ 199. 


-- oig jf 529 Deu — a)28 (H6 


Iu 
= r (t 28086) (V) (4.529) 
EMRS: E, Shmi: WE 


ài—di0 (5,) (4.530) 

综 上 所 述 ， 方 程 (4.528~4.530)、(4.525) 式 及 变 分 约束 条 
件 正 是 稳定 星 变 流动 理论 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 稳 
定 娇 变 流动 理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 

4.6.4 标准 型 势能 变 分 原理 

基于 泛 函 (4.490) 式 (或 (4.491) 式 ， 或 (4.492) 式 )， 利 用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转 所 为 变 分 约 来 条件 〔( 或 为 一 般 约 东 
条 件 ), 则 得 到 标准 型 势能 变 分 原理 的 泛 函 。 

1. 满足 应 力 应 变速 度 关系 式 

设 o;y 一 29( 理 )81; 二 0， 并 由 &i; 代 兰 o1,, MEAM. 490)Ñ 
退化 为 (4.500) 式 列 的 广义 泛 茵 。 这 一 步 是 把 应 力 应 变速 BE 关系 
式 转 化 为 一 般 约束 条 件 。 

2. 漠 足 应 变 位 移 速 度 关 系 式 


Beusi so 一 24 一 0， 但 不 作 变量 US TEZE 
(4.500) 式 可 退化 为 
Goa- = ji -1 _ (og( H)o ui) — Fiii do 
T ls ] 


- [Pada = [ esae) lslús—ūäs (4.531) 
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ZERA -SMEREK Ba TD y BE ALTER JSE AE 
约束 条 件 为 应 变 位 移 速 度 关 系 式 ! 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 力 的 边 
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舞 条 件 和 位 移 边界 条 件 。 它 的 一 般 约 束 条 件 是 应 力 应 变速 度 关 系 
式 。 

5 满足 位 移 速 度 边 界 条 件 
20 Wb 到 一 站 =0 在 Sa 边界 上 成 立 ， 泛 函 (4.531) 式 退化 为 标准 
型 势能 变 分 原理 的 泛 函 


n- [Gomes )u-Fin Jav 


-|| Pias (4.532) 
s1 


4.6.5 三 类 变量 函数 的 余 能 广义 变 分 原理 1 


1. 建立 广义 泛 函 

蛮 分 约束 条 件 为 

(0). 应 力 筷 变速 度 (1.96) 式 (或 (1.97) 式 ) 

(2) 应 变速 度 与 位 移 速 度 41.93) 式 ) 

(3) 平衡 方程 (4.473) 式 8 

(4) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.98) 式 ， 

(5) 不 可 压缩 条 任 (1.100) 式 。 

当 满 足 上 述 变 分 约束 条 件 时 ， 稳 定 蠕 变 理论 的 余 能 古典 变 分 
J EB UE RR RE E 73 


“= [| ntm en (4.533) 
基于 泛 菠 (4.533) 式 ， 利 用 拉 氏 乘 子 法 建立 广义 变 分 原理 的 
UARA, TER 


1 i L. i 
Ge， = oia rtau( eu gy uss) 


F 
ui bu y KQ)o1;) pA[GeGDes 
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« +F] dc || oot 7 Puis [| iosas (4.534) 
t LES Ë 


EKopas—as, Bu-Bny Nt 和 ji 为 拉 氏 莱 子 。 

- "4 ol (05). As ùi Go Bus Atr di EJ OR CLERC 
数 ， 利 用 驻 值 条 件 

Ges =0 (4.535) 


i so, =f eu- ini tini Jas 
y 


E KT)e: 62a | Dess 


m 


ud [35 ht mf (T) po j 


+i C; 4-253. 


T (as 4- 81; —2ug( H 225, ))68s slav 


+ [tout - Pobus Tuis(oiyly) 


LE 


4A Cg yes L;)l ds - || isto to 


— Ai8(2g(H)à:;1;)]ds —0 (4.536) 
“根据 变 分 法 基本 引 理 ， 可 得 | | 

éi1— E i 一 (V) (4.537) 

&4— if)oi,—0 (V) (4.538) 


(2g(H)&u). Fi. . (V) (4.538) 


aum Cis Gí T C1 (60) n 
LN mE. EN 
Bu mm)! m( m) ME 
(&s=0) (4-541) 
0i;d- £1 —2ug(H)A3,4—0 (4.8542) 


已 知 
_ 1 T" 
= f(T)g(H)=! 


(4.540), (4-541) 3X, (4.538) fl( 4 .537)3& 2: SIM, X (4-542) 5X, 
可 得 到 
Aca | (4.543) 
出 (4.536) 式 得 、 
9:11]; —P,—0 (Si) (4.544) 
iloista) +A 6(2g(H)8 i 1 )=0 (S1) (4.545) 
WE( 4.538) NIA (4.545)53X&, 3E IESIF(T)gCH)— Uf 4 一 0 的 
条 件 ， 便 可 得 到 
uid Àicuitüi—O0. uiid: (4.526) 
EWRS 上 上 ， 利 所 (4.538) 臣 及 条 件 umo RIFCT) 9g (H) —1, 
可 得 到 f 
i— 4 =à — hi0 (S,) (4.547) 
方程 (4.537 人 4.547) 式 包括 了 稳定 蠕 变 殊 论 的 四 类 基本 方程 
及 全 部 拉 开 乘 子 。 将 拉 氏 乘 子 代入 泛 函 (4.534) 式 ， 可 得 到 —— 


1 
Gar- a ls 0s eir ru o1 (bum joes 


e: OE mt Tas si (= : f(T)e1,) 


tag O6) + Po) lao 


- [ent eds ER (4.548) 
s, 


对 上 式 进 行 化 简 ， 可 得 
=: 1 
Sf ug uti pg (es 


— LEY s Jorg ti QR OD) F2) do 


- [es Bosas- fartsis (4.549) 
81 82 
亦 可 化 简 为 
] 
| m Tit scc f(T)ei Jet 


"às (H)bu) + Fi) do 


| e [0568s (4-550) 
S> 


泛 函 (4.548~4.550) 式 是 基于 余 能 密度 建立 的 三 类 变量 函数 
的 广义 泛 沙 ， 由 它们 形成 的 广义 变 分 原理 是 无 变 分 约束 条 件 的 三 
类 独立 变量 函数 的 广义 变 分 原理 ; 其 变 分 条 件 为 稳定 蠕 变 流 动 理 
论 的 四 类 方程 。 

2. ERE BEES EMI XE NES 

TE JROGRBIHEEHEARÁTT.SASas 85. ok; (Gd) 为 独立 变量 函 
数 时 ， 使 泛 函 (4.548) 式 〈 或 (4.549) 式 ， 或 (4,.550) 式 ) 实 现 驻 信 
SE, ài, Gí; (Go) HAER ERG ILES E. 3: 88, 

WEB. 在 驻 信 条 件 下 ， 骨 泛 阔 (4.550) 式 得 


= mE es r i 
sen] remet ei, 
+( i ei — (29 Hue déss 


n 
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HICH) es) -F088: [do 


- | tout; P062 Hidlo) 


8 


=g (Hel) Ias || [0/8 (6:51) 


—ii5(2g( H)eijl) ]ds-0 (4.551) 
已 知 
pz=- f(T)g(H)=! 0 . 
m 
根据 变 分 法 基本 引 理 得 

èu =, f(T)ai =O (V) (4.552) 

ar ei nGg Das) m 1- EA; — an) 
=en y tj uico (V) (4.553) 

(2g(H)ë;;), + Fidi t Pi) 

(81570) (V) (4.554) 
eil; — P =0 (S1) (4.555) 

ú:ô (oist) Alg (H tisla) ; 
(ài —ài)8(0 1l) m di—di0 (4.558) 


Jf (4.5527-4.556) AEEA BLUE IH 36: B] Bñ VU DIS 3: 7 
程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 蠕 变 理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
4.6.6 = EX JE AE XTEAEXE 


基于 泛 函 (4.548) 式 〈 或 (4.549) 式 ， 或 (4.550) 式 )， 利 用 狐 “ 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转化 为 变 分 约束 条 件 【〈 或 为 一 般 约 束 
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条 件 ), 则 可 得 到 一 系列 新 型 广义 泛 函 ， 自 这 些 新 型 广义 泛 函 可 内 
建立 广义 变 分 原理 。 | 

1. 满足 应 力 应 变速 度 关 系 式 

Ë #1 一 f(T)o1 ;一 0， 并 用 ofy f &1s， 则 泛 西 (4.548) 
R (或 (4.549) 式 ， 或 (4.550) 式 ) 就 退化 为 

Sem [ra C foit s P0 Jae 


e aa | (4.557) 
S5. 


广义 变 分 原理 2-4: 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 , 当 o+ slor) 和 和 ;为 独立 变量 函数 时 ， 
fii. 557) 式 实现 驻 值 条 件 的 01 slon) 和 z+ 为 稳定 蠕 变 理论 
问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 速 度 关系 式 、 已 
知 力 的 边界 条 件 和 己 知 位 移 边 罩 条 件 ; 它 的 一 般 约 束 条 人 竹 为 应 力 

应 变速 度 关系 式 。 这 正 是 蠕 变 理 论 的 Hellinger-Reiasner' s 原 
理 的 形式 。 
2. 满足 应 变 位 移 速 度 关系 式 


Ë T desc um TUE E R fü R, mh E E 
(4. Su 


得 
li Tm: "DIM VETE oi (ëss 
— Gol) QD), +P.) às 


= [Gut P0uas- [2518s (4-558) 
t 81 PE 


+ 


广义 变 分 原理 2-5: 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 应 变速 度 与 位 移 迷 度 (1 .93) 式 为 
变 分 约 来 条 件 时 ， 使 上 面 泛 阔 (4.558) 式 实现 驻 值 条 件 的 ciy 
(0:5) ,8&11，i 为 稳定 蠕 变 理论 的 真实 和 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 应 变速 度 关系 式 、 蕊 
知 力 欧 边 界 条 件 和 已 知 位 移 边 界 条 件 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 贡 (4.558) 忒 得 


= m -- ji ; zd i 
$G, , .s T ducet rome 


1 Gate sd 
TU y inen ((T)ei ,)8oi , 

! F A rel "i. A q ç ë y 
The) ed MR Itm LE 


(Gaga 十 Fi)aas 
—2ug(FH Jún 88 | du 


= [tot Pisa: Tdib(oil,) 
> 
—a(22(H)e;1 ) lds — [h alorls) 


52 
—a:5(2g(H)e:M,lds-0 (4.558) 
岂 于 具有 变 分 约束 条 件 
dud i 一 i üs=0 
JlAGo—AnCHEKGET. PIEUR 
| Taste as ya =0 (4.560) 


将 (4.559) 与 (4.560) 两 式 相 如， 处 i3 


Gi ^ a dsl fn Le 
E GLO PLE EMT 

—2ug(H)uss)86— (iiy DE 

(Cata) F:) [òt Jae 


— [conli P diti Cost 

5i 
midl esl) (ots A) su Jas 
- [| [69515 —àib(2g( H)éil)) 

B5 


ts, ao 一 Mejiuaut ds o (4.561) 


* gus u=- |, f(T)g(H)= 1 len =0 Ht, BugdAE 
基本 引 理 可 得 : 


siglen y osh el fu) 
pos udin (V) (4.562) 
Mts y^ —2ug(H)us; 
SLIT) Aut, n PENDET 
m OT 
MORS 7 d ANT 
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Ef d me. -OF (4.563) 


1 +m 
£ iade wasa z = 
i*m^! Moe ap d p Cas 
(29(H)s&i),; Fi 0i; Pi0 (V) (4.564) 
Gijlr 一 五 ;一 0 (S1) (4.565) 
ài—ui-0 (Ss) (4.566) 


' grbxBS[ AU, XX SEGZE AR Ei E y PO HER ERG Bh 
AEBE:CSIUuIEdE JP. Aux BED AE sa E Bs AE ERG [REEL IE] 
真实 解 。 证 毕 。 

s. 满足 平衡 方程 
3(2g(H)ë u) +P i=0, Brif3X-(4.550) :V 08 


Ges- =I, gi èi cs fT)ots)ors ldo 


] eise PO: ds- fji úg (jl ds (4-567) 
85 

广义 变 分 原理 2- 6: 

ERES K HR F, Sp 87 E(4. 536) ACA REA 约束 
条 件 时 ， 使 泛 函 (4.567) 实 现 驻 信 条件 的 ai (0:1). i aS 
p3 pa RUP MUN 

这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 应 变速 度 关 系 式 、 应 变 位 移 速 度 
关系 式 、 已 知 力 的 逻 界 条 件 和 已 知 位 移 边界 条 件 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 削 (4.56 站 式 、 可 得 到 

6G,,- LL . Gí jõ + 十 -8301 n 


V 


=L 44) 80: sav— || [ow — Boa 
S 
1 
àsb(oil;))às- [ i8(oo1)4s—o (4.568) 


$3 
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由 于 具有 变 分 约束 条 件 
[29 (H)éis ; + Fi=0 
AF 
at He, ao 


L4 
= [t 2. usa(HD80Ja5 
L4 


十 [ 219[29(H )6 i1; ds = 0 (4.569) 


823]*52 


将 (4.568) 与 (4.569) 潜 式 相 加 ， 则 得 
à =] ig i KTD o; No 
86. -a= [JI " (èis > fT )o; òsta 


+4 o; s— 229 (H)46 886 dv 


E [tos —P.)54:4- ialo) 
š, 
—A¿6(2g(H)ëi;l;)1às 


= [irio —448(2g(H)4:;1,)]ds 90 
f 82 (4.510) 
考虑 到 =i, Tig) mif enm 的 条 件 ， 根 据 变 分 


法 基本 引 理 ， 册 (4.570) 式 竺 


és; — 2/91, =0 (V) (4.571) 
les 0024)-0 — (V) (4.572) 
0:11— P i70 (S4) (4.513) 
4i—ÀicO,. ASh (4.574) 
li À dicia —=0 (Si) (4.575) 
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性 ， 所 以 Xi 在 积分 域内 及 Ss 边界 上 亦 具 有 同样 的 物理 性 半 ， 因 此 
:二 站! 在 积分 域 和 和 S。 上 亦 成 立 ， 将 此 关系 代入 (4.572) 式 ， 则 有 


oj —2g(H)u; =l fT iins 


=i l ay 一 二 as (V) (4.516) 


由 上 述 苛 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 变 分 约 东 条 件 正 是 稳定 
如 变 理论 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 稳定 奸 变 理论 问题 
的 真实 解 。 证 毕 。 


4.6.7 标准 型 余 能 变 分 原理 


XE Tie (4.548)X (uh (4.549)5X, xk(4.550)5X), AHH 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 条 件 转化 为 变 分 约 上 条 件 {或 为 一 般 约 束 
条 件 ), 则 得 到 一 系列 新 型 广义 泛 函 ， 最 后 得 到 标准 型 余 能 原理 的 
泛 函 ， 也 就 是 稳定 蠕 变 理论 问题 的 余 能 古典 变 分 原理 的 泛 函 。 
1. MREAZEXGHEHHXASX 


Beo KT)01,0, Hot f 66, W Z 函 (4.548) 式 
届 化 为 (4 .557) 式 证 画 。 这 一 步 是 应 力 应 变速 庶 关 系 式 化 为 一 般 
约束 条 件 。 

2. 满足 平衡 方程 

设 onu P0, Dj zm 4-557) IB 450g 

Gm s (Y remet et] 


y 


- [eot puas = [aoutsas (4.571) 
B, 


这 一 步 是 把 平衡 方程 转化 为 变 分 约 东 条件。 
2117 


3. 满足 力 的 边界 条 件 

在 边界 51 上 ， 因 owls 一 ;=0 的 关系 成 立 , 所 以 泛 函 (4.577) 
式 退 化 为 l 

Ges -8 -fi (i f CT)oi jet ja 


— otsas : (4.578) 
这 一 步 是 把 力 的 边界 条 件 转 化 为 变 分 约 东 条 性 。 泛 函 (4.578) 式 . 
正 是 稳定 媚 变 理论 的 标准 型 原理 的 证 函 。 


$4.7 ”有限 变形 蠕 变 理 论 的 广义 变 分 原理 


4.7.1 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 


一 般 常 用 的 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 彤 式 是 应 用 了 应 力 应 
变速 度 关系 起 进行 变 量 代 换 ， 从 中 消去 了 一 类 变量 函数 ， 使 应 力 
应 变速 度 关系 式 变 为 变 分 原理 中 的 变量 函数 之 间 的 一 般 约 束 关 系 
式 ， 因 此 应 用 (RE) 拉 氏 乘 子 法 不 能 把 一 般 约束 关系 转变 为 变 
分 原理 的 变 分 条 件 。 为 了 建立 三 类 变量 函数 的 广义 泛 郑 及 其 变 分 . 
原理 ， 必 人 需 采 用 新 型 势能 密度 与 余 能 密度 的 数学 形式 ， 使 一 般 约 
束 条 性 转变 为 变 分 约 来 条件， 这 样 就 可 应 用 《线性 ) 拉 氏 乘 子 法 
建立 三 类 变量 函数 的 广义 泛 函 及 其 变 分 原理 。 : 

1. 势能 密度 

在 应 力 应 变速 度 (1.106) 式 《或 (1.107) 式 ) 为 变 分 约束 条 件 
时 ， 势 能 密度 (1.113) 式 变 为 

A(Gu)e i T 

2. REEE 


:312*7 


1 


0j ,6i 4.579 
[qe t7 ( (9) 


在 应 力 应 变速 度 (1.108) 式 〈 或 (1.109) 式 ) 和 应 变 位 移 速 度 
《1.105) 式 为 变 分 约束 条 件 时 ， 余 能 密度 (1.114) 式 变 为 


Boat) 一 | 时 T =i -OF jEis 
l : I 
d gk púra Öri SEITEN (4.580) 


平衡 方程 (1 .104) 式 用 应 变速 度 表 示 的 形式 为 
[29(H)eérs(Brit ue l +FI£=0 【et 一 0) (4.581) 


考虑 到 势能 原理 与 余 能 原理 的 对 站 性 及 建立 广义 泛 勇 时 变量 
函数 之 间 约 匹配 关系 ， 在 建立 余 能 广义 泛 孙 时， 变 分 约束 条 件 前 
平衡 方程 应 采用 (4.581) 式 。 


4.7.2 AK EE SES AR EI SLE AR OUS in 


1. Mx I XO W 

变 分 约束 条 忻 为 

O) 应 力 应 变速 度 (1.106) 式 {或 (1.107) 式 )， 

(2) 应 变速 度 与 位 移 速 度 (1.105) 式 ; 

(3) 已 知 位 移 速 庶 边 界 条 件 (1.111) 式 ? 

(4) 不 可 压缩 条 件 (1.112) 式 。 

当 满 足 上 述 变 分 约 东 条 件 时 ， 有 限 变形 稳定 晴 变 理论 的 势能 
T AUS A ERA IZ GR (3 TOREN 


n- pe jt Pii do 
[ree (4.582) 


ak Ti£8(4.582) XX, 上 义 变 分 原 理 的 
iu, TES 
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z i 
i ell; e sb Fitas tu DETE] 
i 2 
| i lcu 


educi 
zti 和 
] 
t giC ol ,—2g(H)e:)) dv 


一 | Pads [ A Cis —às)ds (4.583) 
8, m ; 
其 中 ary 一 aiil Bi 一 有 8400 ACSTUKRE T. 

40lj, bp d dijs Pos AMHARE Bj, A M 


Jr AR Pr 
I ` Ganea =) (4.584) 
确定 拉 氏 科 子 ， 寺 是 有 | 
Grea [C üi — y Bn 
一 Lue sime )bac Cot ; 29g(H)6:i0))08:5 
Fac Öri us i), — Fi ldir 
+[, LU ptas -2ug( H)Bu Ben 


p eut Bu) Šg; jav 


- [oisthhetue 0t P2525 
81 


+ [ia a) T Eau 
82? 


3- ux, :)0; as) ds —0 (4.585) 


RA wr 0, 
AUEAEGARSDE, WW 
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àg— 1 ipet ji 7 yb i — Q ilem 


2 2 2 

(V) (4. 
0(,—29g(H)éi 0 (V) (4. 
(ai(0si- us), —Px-0 (V) (4. 

—— — 
ira -éis d4-Bij 0, fiu beu i (4. 
Gi; - bs —2ug(H)fi;-0 (4. 
将 (4.589) 式 代入 上 式 得 

au — pe o, 24g(H)éi) (4. 
aig (Ovi ux Dlt Pi 


= o; T 24g(H)éis )(6s Tue l — P = 


586) 
587) 


588) 


589) 


590) 


591) 


(Si) (4.592) 
di:—3:—0 (Ss) (4.593) 
Aimatz Ôr t uk, Dla 
=— zit 2g(H)èss (Brtt Wrst)ly | 
(S2) (4.594) 


利用 et 一 0 的 关系 ， 存 运算 过 程 电 可 取 o =o. 


方程 (4.586~4.594) 式 包括 了 有 限 变 形 稳定 筒 野 理论 的 四 类 
基本 方程 及 拉 氏 乘 子 。 将 拉 氏 好 子 代入 (4.583) 式 ， 则 得 广义 泛 


P 
Gica-ic Ne ja Fan) 


mt or F2ug( H)éi; (es- i # z 
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-4 lnc uni — uestes) 


~ig p eofai 一 29(H)eo)|da 
De 
(Srt us, Ll Cae — ü)ds (4.895) 
上 面 泛 函 (4.595) 式 可 化 简 为 
Ec ae a Ju Fia 


— T 9i ,"F2ug( H)ài)) TE 


1 
e 一 us, ties) 7 2 gn JE 


= CEN 1 
l J: qu T 2ug(H)6u) 


: e (Sert us i)l;(üs— ñz )ds (4.598) 
亦 可 化 篇 为 


Gace- =f 0 CO ues ids s Pini 


— cL. Guo Hy Y (0 Lau Lu; 
rra nat )85)| 6 dn 7 ua 


i UH usss) 


é (o; J 一 2g(H)eo)] an 


IT 
- [Pas [| mo tag De) 
JM 1 +u 
8| 82 
. (Drit usi) Lr — üs)ds (4.597) 


泛 丽 (4,595 信 4.597) 式 是 三 类 独立 变量 函数 的 广义 泛 函 ， 由 
它们 形成 的 广义 变 分 原理 是 无 变 分 约束 条 件 的 三 类 独立 变量 函数 
的 广义 变 分 原理 。 

2. 三 类 变量 击 数 的 势能 广义 变 分 磊 理 5-1 

在 满足 不 可 正 织 条 件 下 Ménès, 01; Co) A TEGERE PR A 
时 ， 使 泛 函 (4.595) 臣 〈 或 (4.596) 式 ， 或 (4.597) 式 ) 实 现 驻 值 条 
PERI, èss 01, (00) AEREE RER BUE TEERRS K R. 

证 明 ， 在 御 值 条 件 下 ， 内 泛 范 (4.596) 式 可 得 


l : i b. ` Í : 
d EE 9175 BT o 844—- red 


一 > Urs iat, ja j 
A p (O5 dug (Hye) (Br usi) | 
+P 


söz (94-29(H)es) 


i+ 

gig (eu hing iisi 

Cua id — 5 E Sé dv 
2 LITE TE! 3 k jki eij 


| JP ian ette 
turse)! a. 


E Tus, Dl as 


=0 (4.598) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (4.598) 式 得 


éu- i 一方 外 一 


(V) (4.599) 
91,—2g(H)6:,—0 (V) (4.600) 
$051(4.600):X F1 ei 二 0 的 条 件 ， 可 得 到 
s (o 2ug(H e) ec] +P, 
=(Gi;, (rius, 010), + Fs=0 (V) (4.601) 
Pi— si Sug He) rit us DL 


= Ps gij (rit ur i= (Si) (4.602) 
i;—8.—0 (S2) (4.603) 

可 见 ， 方 程 (4.599~4.603) 式 正 是 有 限 变 形 稳定 里 变 理论 的 

四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 是 有 限 变 形 稳 定 丘 变 蝇 论 问题 的 


4.7.3 二 类 变量 议 数 的 势能 广义 变 分 原理 


基于 广义 泛 函 (4.595) 式 《或 (4.596) 式 ， 或 (4.597) 式 )， 利 
用 规 一 化 方法 ， 遂 步 将 变 分 原理 的 变 分 条 件 转化 为 变 分 约束 条 件 
(或 为 一 般 约束 条 件 ), 于 是 得 到 一 系列 新 型 广义 泛 函 及 其 变 分 原 

1. 满足 应 力 应 变速 度 关系 式 

i$o1,—2g(H)eu7-0, I5 Hiec fU ot ;， 则 泛 了 区 (4.595) 式 
退化 为 

B NOR 19s 
Gee n [| [ee n mene Fiti 
—(Gg(H)éu)(6u— y tis taa 


— j Ms, ete, 47 Uk, dük.t )Jao— [| pasas 


8i 
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~ f2 g(H)eis(Brit us ,:)0 (a — üs)ds (4. 604) 
$2 
7" x der )OR2- 3. 
I3 EPEYEYIIGEENETEL EG S TI PEE 
泛 画 (4.604) 式 实现 圣 值 条 件 的 zi 和 ety AA REE RO Mte BEIE 
I ELEC C SEE 
AEREE y SE F 348427. EE HEU DEBE EE DS S 
3X. PLZ En SEA PERLOLA RLERLAEAR 4E, 它 的 一 般 约 束 条 件 
icc n d 
Lee - 册 泛 函 (4.604) 式 得 
Gac - -- 64-5 Ui y lu im Me tasa 
| i ur, sin 8g (H)6) 
—( Gg (H Jènn on), Fou | ao 


- [ tb. 2900961: n. )1 dids 


一 [Cà —à5)6(2g( H)6i;(By« +u, Dl) lds 


=0 (4.605) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


diy: üi, as. DEN ei Ur, tùr 1 yw, yük, (= 0 


2 2 
; (V) (4. dos) 
(2g9( H)é i; (6i - us, :)), 5 F0 (V) (4.601) 
P,—2g( H)éi;(9yi uz, i)l;—0 (S (4.608) 


ük--üs-O0 (V) (4.609) 
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由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 一 般 约 求 条 件 正 是 有 限 
变形 稳定 蠕 变 理论 的 四 类 基本 方程 、 故 这 个 原理 的 解 为 有 限 变形 
稳定 旺 变 理论 问题 前 真实 解 。 证 毕 。 

X Wk o1 ,—2g(H)é:i,—0, 用 oy 局 部 代 换 ery MU A 
《4.596) 式 变 为 


Gaoa-r 一 TU ,G90D66,— Pi 
2 i 
—01; (PT dti = 31: z; —— Ur, b.) 
9 , 2 , ° J t 


一 H usto.) du [f Pruids 
S81 


= [| olr turilar iras f (4.610) 
82 
由 泛 函 (4.610) 式 形成 的 广义 变 分 原理 是 二 类 独立 变量 DRE 
的 变 分 原理 ， 它 的 变 分 约束 条 性 为 应 力 应 变速 度 关 系 式 ! 它 的 变 
分 条 件 为 平衡 方 径 、 应 变 位 移 速 度 尖 系 趟 、 已 知 力 的 边界 条 件 积 
已 知 位 移 边界 条 件 。 
2， 满 足 频 变 位 移 速 度 关 系 式 


设 sy 一 了 èig 3 HER tis rss — Ur, hi 6 IDEE: 
不 作 变 量 代 换 ， 由 泛 函 (4,.595) 式 可 得 到 


Gaoo-s 一 M 一 一 z (GOD) Pata 


- [Pada f E T 2ug( H)à o) (à 
81 8, 


n. ` (4.611) 
[X355 B 382-2; 
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站 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 应 变 位 移 速 度 (1.105) 式 为 变 分 
约束 条 件 时 ， 使 泛 泗 (4.611) 式 实现 驻 值 条 件 的 ai，8iy， oz 为 有 
眼 变形 稳定 蠕 变 理论 问题 的 真实 解 。 

这 人 原理 的 变 分 条 件 为 半 衡 方程 、 应 力 应 变速 度 关 系 式 、 已 
若 力 的 边界 条 和 件 和 已 知 位 欧 边 界 条 件 。 

WA: 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 尖 {4.611) 涉 得 


G. = [t 2g(H)éu ë — Fie Jdo 

y 
Paca cesa. 

J Pizas fs iof ilas 
81 LES 
"2ug(H)6i)) ec ut, ls fds 
= [ior De o) 
sew. 


+u, Jl 6s ds=0 (4.612) 
BLUT ROS E Ay RR PE 
ên ira s C7 T tatu gn im 
RERE F AG-An, 所 以 有 
Ñaqa m aae ues Bir, sd 
Y 
=] A OC Ce 
一 | [Ac Orco us ls J8nsds--0 (4.813) 
B-S|*83 
将 (4.612)3244,.813) 两 式 相 斯 ， 则 得 
8G...- = (Ga Hé + Au)864, 
r 


*2210* 


t [o9 Ws, ()),3— Fe J3as do 


-ft Ais(Byid- us lit Pe Taeds 


8i 
-[ (eoe 
82 


Fig (Ies) (Bret us, OL] 


t jah olde t Coss 


22g Hy)és)) (Örs t uls darlds=0 


模 据 变 分 法 基本 引 避 ， 可 得 


2g(H)6éi; tAis=0 i (V) 
C(Ais(OÓucd- 12,4)),5 — Fa —0 (V) 
Ais(Bxi- us, lyt Po0 (S) 
让 一 站 一 0 (S2) 


Àu- si qu tug OD èss) 


(4.814) 


(4.615) 
(4.616) 


(4.617) 
(4.618) 


(4.619) 


由 于 Au 是 由 积 分 坡 内 部 化 到 边界 上 的 物理 量 ， 因 其 物理 性 
肌 具 有 不 变性 ， 获 在 积分 域内 冤 (4.619) 式 亦 成 立 。 将 4 之 值 代 


入 (4.615) 和 (4.616) 两 式 ， 得 到 下 列 商 式 ， 邑 
Tuy (06 2806) =0 (v) 


(4.820) 


[rE (oot 20g Deu) (Dert usi) E +P, = 0 


| (V) 
将 Aij 之 信 代 入 (4.617) 式 ， 则 有 
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(4.621) 


py tug) ec iL Pao 


(S1) (4.622) 
由 上 述 可 知 ， 这 个 原理 的 变 分 条 性 各 变 分 约束 条 件 正 是 有 限 
ARTE Ero BED REGE RUP OESTE E, doc IER ERG FREE 
fcc TE 8816 Bl Bi ny SURE. EEEo 
3. 满足 平衡 方程 式 


设 [i s n) ' -P.—O0, Bi 
画 (4.595) 式 ， 得 


-J EXE qug ues) ao 
~ [Pr otu Deo 
S) 
NS ERE : 
0l] ads len 
2 


3ug(H)é)) recs, iL; ind: (4.623) 
广义 变 分 原理 2-3;: 
在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 平衡 方 种 
fem Cost 24g (Hec) Ön +t, 2], +P,=0 (4.624) 


为 变 分 约束 条 性 时 ， 使 上 面 泛 函 (4.623) 式 实现 驻 值 条 件 的 us, 
bijs 014 (04y) 为 有 限 变 形 稳 定 虾 变 理论 问题 的 真实 解 。 
这 个 原理 的 变 分 条 件 为 应 力 与 应变 速度 关系 式 、 应 变速 度 与 
位 移 速 度 关 系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边界 条 件 。 
WEB]. 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (4.623) 式 ， 得 


6Grea- ll mys abti 1 


——éi,0a8,/ 
Lat 


t2 


上 (一 02g(H)ev6es]an 


- ftl PEET n 


ET Jõu- sat es 
+°ug(H)ëo)(8xechusa)l; |}as 


ed 


+u, OL |as-o is 二 


由 于 共有 变 分 约束 条 件 (4,624) 式 ， FIBA CER RT, 
所 以 有 


[^i (ost 248CH)éu) ritus, 2], dv 


-f -4ed [ont — — 


十 Ad| (oss tug He) nets ds 


S-8]*352 
一 0 (4.626) 
将 (4.625) 与 (4.629) 两 式 相 加 ， 则 得 


8Gsca-; {ia tann oen 


-[Leetee* T u po Höri +n, í) 


—G—u)2g(H): | 82 dv | 
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- [itl P.— iy Cn SA 


81 


ws] Bx (A£ + ss tos 
24g (Heu) rcc, i)a] as 


"i T 
+ 起 rar C 1 2ug( H)és4)(8i 


Fur, )ly ja=。 - uv (4.827) 
LS EE S T LIE. f 
P ooa E (V) (4.628) 
T gk Ass" TE °. 39(H)(Švi-ux,i) 
—(1— u)3g(H)6i —0 (V) (4.629) 


五 :一 yi T24g(H)é:5)(Bri t us,010,;-0 
(Si) (4.630) 


As uk 

4. 
Ar=— ür j (4.631) 
Ak 十 Wr# 二 0 (S2) (4.632) 


已 知 丰 边界 上 ,41 二 一 tt 关系 式 成 立 , 故 在 积分 域内 此 关系 亦 
成 立 ， 将 此 关系 式 代 入 (4.628) 式 可 得 
$i3 — ür I Oti| He,t) 


EXE RENE zi 人 
= čij 2 451—5 1,i tes Dei, i0 

(V) (4.683) 
将 A; 二 一 代入 (4.629) 式 ， 则 得 


1 x 
DE oi Tha I 28(H) (Ör usi) 


: 2254 


—(1—uy2g(H)eis eo 
利用 (4.633) 式 ， 上 式 得 


ip 726006) =0 (V) (4.634) 


在 边界 3* 上， 令 人 zt 一 一 2， US 
di— i70 (S2) (4.635) 
册 上 述 可 知 ， 方 程 (4.633~4.635) 式 和 (4.630) 式 及 变 分 约 
RR (FARE) 正 是 有 限 变形 稳定 轿 变 理论 的 四 类 基 本 方 
程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 有 跟 变 形 稳定 蠕 变 理论 问题 的 真实 解 。 证 


° 
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基于 泛 函 (4.595) 式 《或 (4.596) 式 ， 或 (4.597) 式 )， 利 用 规 
一 化 方法 ， 逐 步 将 变 分 原理 的 变 分 条 件 转化 汶 变 分 约束 条 性 (或 
转 为 一 般 约束 条 件 ), 则 得 到 宗 准 型 势能 变 分 原理 的 泛 本 。 

1. 满足 应力 应 变速 度 关系 式 ` 

Eko, —2g(H)ëéi; =0, MMP Gp WIA (4.595) 
膛 化 为 (4.604) 式 的 泛 函 。 这 一 步 是 把 应 力 应 变速 度 闫 系 式 转化 
为 一 般 约束 条 性。 

2. 满足 应 变 位 移 速度 关系 式 


设 et 一 本 E 4j 47 Ur nde 4 7 a, ria 0m 0S ELS 
ERRE TAETE BI (A 604) RBH 


ce | (2g(H)ess)ess— Fia: do 
— [Pus [ Gee X01 
š, 85 


—úr)ds (4.636) 
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3. 满足 位 移 速 度 边 界 条 任 
设 üi—dii-0 在 边界 S, b mE A. WZ B (4.636) BOB (k. A s 


TE SUS Jy E BE BUZ as, BD 
= E ? jéi -F jj 
H Jl ape Èis Jae 


-[[paas (4.637) 
Et 


4.7.5 三 美 变 量 画 数 的 余 能 广义 变 分 原理 :lt 12 


1， 建 立 广义 泛 函 

RESI E tB 

(1) REHXESEXERE RS (1-108). GEO 109) 38) 

(2) 应 变速 度 与 位 移 速 度 关系 式 (1 ,105) 式 ; . 

(3) 平衡 方程 (4.581) 式 ， 

(4) 已 知 力 的 边界 条 件 (1.110) 式 ， 

(5) 不 可 还 缩 条 件 (1.112) 式 ， 

当 满 足 上 述 变 分 约束 条 件 对 ， 有 限 变形 稳定 旺 变 理论 的 余 能 
古典 演 分 原理 的 泛 函 (3.79) 式 变 为 

e- pas O1 gür, i (Örs uz, dv 


— [ios here lids | (4.638) 
基于 泛 函 (4.638) 式 ， 利 用 拉 氏 乘 子 法 建立 广义 变 分 原 BB 的 
广义 泛 通 ， 于 是 有 


Gs, sha g, jin, Doc) Bu | es 


=} F(T)o, | tas(eu- y dis—-! DR 
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"- =A urie quiin) 


AJ 29 (Hé (bib) ， +P.|)ax 


+ [rao +u, DL — PrJurds 


81 


we (4.639) 


其 中 anas; Bi 二 Pj Acus: HARET. 
4 Gi (gi), éis, üi, Gijs Biss Ass 均 为 独立 变量 基数 ， 
B 6u;—0, AARE (E 
5G =0. (4.640) 
Wade e. mph | 
sc 一 由 (ee 到 Üi, j — l tsim te ides 


pi 
ó 


| ue, jin i) dass 上 (ee 一 KO)01, 885 


_ 1 
+ | D), +P, ]84, 
*[m 
gir 
[au Bu 24g HD) As (ea Tue, 01524; lav 


afia Fus) T miT Bis eot 


6, (Öri Huk, s) — ars Oni do us, 0 82s, 3 


+ [testen DL Padus 


Hudld (Ori us, 0) Ax6(2g( H Jès; (Örs 
TENTE [| (às Cois Cone a, 0) 


53 
` 228 < 


—AiB(2g(H)é:,(8si--us,)05) Jds=0 ^ (4.641). 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
eij-— 4 duy NET — urka =0 
(V) (4.642) 


&u— LI): =o (V) (4.643) 


( 2g9(H)6 ij(Sxid-to,1)) h SEP OPELIU (V) (4.644) 


1 ' 1 : 
a= IA 069 mo (61; —0) (4.645) 
， 一 lio ?.-—.- d 让 = 
Bs dp O (ëu=0) — (4.646) 
aiz Bii—2ug(H)Àk,; (8&5 Tus i) 0 (4.647) 


E 
u— f(T)g(H)=1 
将 (4.645) 和 (4.646) 两 成 代入 (4.647) 式 ， 岂 得 
IPRC aheri Hus) |=0 


利用 (4.642) 和 (人 (4.643) 两 式 ， 上 式 可 变 为 
ùr, sl Öri tH ur, i) — As (Bg Us i) =0 


所 以 
Àr= ü (4.648) 


利用 (4.543) 式 ， 在 边界 S:, 上 可 得 
G:5(Okid- us, :)0 — P —0 (Si) (4.649) 
e= — Àr= ik (S1) (4.650) 
üs—Às— üa—üx—0 (Sz) (4.651) 
Jf 8&4 642-74. 651) XVBLR T A B 38 4: bb aE 28 106 BJ US 
3: FJ EL 5 ara bi SE f, 
= 228 * 


将 拉 民 乘 子 代入 泛 逊 (4.639) 式 ， TEN 
Gacb -17 [sa ass, irc us) t oy x00 (er 


-— EET i i m 一 Tursin, J 


aba) (bi ATO) 
Eu (20006 2). *F; |jàv 


d [oisit ts, 7 Pa | inde 


ease. i)lsds (4.652) 
对 上 式 进行 化 简 ， 吕 得 
Gnon -2= Jus; 9i, botti 23 "C 
-Li(T)ot,) o's tin [(2aED6 Ge 


f +usa)), Fi] lav- [tectorum n 
81 


— P, lirås— [liroi rtud Jás (4.653) 
s; 


亦 可 化 简 为 " 
Grecs- eMas ij Èu ü cya KCDot, els 


【| COMO Fi] ao 


— [05 ee 0 7 Pa]uds 


81 
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-[|esGerusobàs 0 (4.654) 

; 35 

泛 函 (4.652~4.654) 式 是 基于 余 能 密度 建立 前 三 类 独立 变量 
函数 的 广义 泛 画 ， 上 出 它们 形成 前 广义 变 分 原理 是 三 类 独立 变量 函 
数 的 厂 文 原 型， 其 变 分 条 件 为 有 限 变 形 和 三 定 蜂 变 理论 的 四 类 方 
Ho 

2， 三 类 变量 西数 的 余 能 广义 变 分 原理 5-2 

TES RES EE B 3 F TF, 606 66,05 | (0). 为 独立 变量 渔 数 
肘 ， 使 泛 阔 (4.652) 式 《或 (4.653) 式 ， 或 (4.654) 式 ) 实 现 驻 值 条 
Hñyai, ë, Gi; 《or 为 有 限 变形 稳定 蠕 变 理论 癌 题 的 真实 解 。 

WEBS. FHAR, AA.A 


5 人 E (i tQm9)8o 
T | 9d —2ug( H)üs, (sic) fess 
EG ODésQOs bue), +P Jae do 


一 [toss Dt — Pr 18usas 


81 
- [flad lors Bn turt) 
81 : 
—úrò(2g (H Jès; (ðr tur, )t4) ]ds 
一 [Cador Oritur) 
8a 
— ùd (2g (Hér (Öri Hur, 31 )]ds=0 (4.855) 


eA 
| u=}, f(T)g(H)=1 


. 231. 


根据 变 分 法 基本 引 理 可 得 到 
èss =l f(T)ol , =0 (V) (4.686) 


PI —?ug( H)üxs ,;(xid- ur,:) 
=i f(TYo!y n (Dice) 


一 (ec 一 y ii,;— ; ,i 一 RT 


=0 (4.657) 
(25 (Héi (Bui us,s)) i TF 
= (scorre) : +Fi=0 (4.658) 
gis(Biri Tur,i)ls— Pi=0 (Sı) (4.6598) 
考虑 到 (4,656) 却 ， 在 边界 Sz 上 得 到 
&r— k= 0 (S2) (4.660) 
及 在 边界 $S1 上 消去 多 祭 项 。 


Ji fg (4.65674. 660) REA REH RER E iË DU 2538 
EHH, SONA DUERI REI TA ES NIP) B BEA X 
解 。 证 毕 。 


4.7.6 二 类 变量 耳 数 的 余 能 广义 变 分 原理 


基于 三 义 泛 画 (4.652) 式 《或 (4.653) 式 ， 或 (4.654) 式 )， 利 
用 规 一 化 方法 ， 把 变 分 原理 的 变 分 条 性 转化 为 变 分 约束 条 件 〈 或 
转 为 一 般 约束 条 件 ), 于 是 形成 一 系列 新 型 广义 泛 鲨 ， 基 于 这 些 新 
型 广义 泛 函 可 以 建立 广义 变 分 原理 。 

1. 满足 应 力 应 变速 度 关系 式 


i eu f(T)01, 一 0， 并 用 ol, RE u, BLZ C4: 652) 


. 232 * 


XB» — 
Gacs-i— Mirat Koty Jet 
Für (c t F.]]ae 


= II utu, t7 Pe] unas I 


£ et Dbje. (4.661) 


TxS2N-- à 

TE Wi ES REIR ARA I F, O; (si 和 人 为 独立 变量 函数 时 ， 
1 12 iR (4.661 ) 3 SC USE TE AR FIER di; Cors) flle HAREE BUE 
"s papi. 

个 原理 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 位 移 速度 关系 式 、 已 
ROLL E 2 A 它 的 一 艇 约束 条 件 为 应 力 
应 变速 度 关系 式 ， 利用 一 般 约 束 条 和 件 可 以 把 应 力 位 移 关 系 式 化 为 
应 变速 度 与 位 移 速 庶 关 系 式 。 这 正 是 有 限 变形 稳定 蠕 变 理论 的 
Helliinger-Reissner's 原 理 的 形式 。 

2. 流 足 应 变 位 移 速 度 关 系 式 
设 èi iir br T Mr ius Y uk, jte, = 0, {B 


PEER, HZA. 652) 3C ERI 


Grey -6 一 ill ia diye, Öri Tür) 


[saa Bae 


Tomi aun (Ol ds | (4.662) 

广义 变 分 原理 2-5: 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 应 变速 度 与 位 移 速 庶 关 系 式 为 变 
分 约束 条 件 时 ， 使 泛 范 (4.662) 式 实现 驻 值 条 件 的 cfy (0:5), 
ar， 吕 为 有 限 变 形 稳定 蠕 变 理 论 问题 的 真实 解 。 

这 个 原理 的 变 分 条 性 为 平衡 方程 、 应 力 应 变速 度 关系 式 、 已 
知 力 的 边界 条 件 种 已 知 位 移 边 界 条 件 。 : 


8865; E = Im” „(Öri us )801; 


+ i» -of (ðr: tòr, birg 


anem ri f(T)o! , Bot, 


3f (Dos, bot; 


a; ði — = Fa 


1 
tnm) 
(26er ue,s)) z 十 Rs] aa . 
—?ug(H)àüs, (bs + us, baso Jae 


一 ua, l; — ¿sa 


81 


= [dorri tus) 
Bt 


— i&ó(2g(H)éi Css ttiz, l) ]ds 
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一 isga Ha) 


— arð (gH Jès Öri ttk, 1)ls)ids=0 M 663) 
由 于 只 有 变 分 约束 条 件 


ös ür (si ur, í) = 0 
ERRETA i eA j BPEUR 
[adeis (8 ue a))89=o (4.664) 
D: 


将 (4.663) 与 (4.664) 两 式 相 加 ， 可 得 
Ganes- 57 gite: zx jy (Ogi us, 0-73 f(T oy 


k 1 1 "EP 
十 ni a — f(T)oi i 


+a iT - —2ug(H)us, (Š 


aa nj“ 


+u.) j 5| 3 -04 (Dut Ux,i) 


i1+m 
— AG us, [oie |(29(H)esston 
us), Fi |jae 


— flon Ontur binds 
- || s Cois hoi un 0). 
81 


— úr (2g (H Jéra (Öri Hur, l4) jds 


= || Lin Coss one eL) 


RE 


—i,5(2g(H)éi; (Orit ts, 00))ds--0 (4.668) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


pus | mie) m Kot t 
ENTON 
PRATAR 28 e 
I | A (e= fryots)=0 (V) (4-666) 
出 (4.665) 式 得 


Asst- —2 ug (H Yür, (Orit ur, i )= 0 


airm" 
cu 
(0a (LED) 
别 上 和 式 变 为 
i fí 
z= E (s f(T)o1,)-o 
ut uu (4.661) 
由 (4.665) 式 得 
[2g(H éil Ori ttr, )],; +Ë 
= [0:;(85i-us, 01,5 十 下 kr 一 0 (V) (4.668) 
GO csi ue, )l;— P| =0 (S,) (4.669) 
dx —üs--0 (S2) (4.670) 


HERTA, 这 个 原理 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 为 有 限 变 
形 稳定 蠕 变 理论 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 有 限 变形 稳 
定 蠕 变 理论 问题 的 真实 解 。 证 毕 。 
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3. PIE 
(2g( H)éi(6xio- 11,:)),4 + P0 
由 泛 阔 (4.652) 式 ， 得 
Gam [ott uy fID0G)et]ee 


— [loirt us) — Pala ds 
- fatow(8rt ulas (4.671) 
83 
I^ X SES) IR R2-6. 
在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 当 平衡 方程 (4,581) 式 为 变 分 约束 
条 件 时 ， 使 沁 函 (4.671) 式 实现 驻 值 条 件 的 901; (Ois), é dH 
有 限 变 形 稳定 旺 变 理论 问题 的 真实 解 。 | 
这 个 原理 的 变 分 条 人 性 为 应 力 应 变速 度 头 系 式 。 应 变 位 移 速 度 
关系 式 、 已 知 力 的 边界 条 件 和 已 知 位 移 边界 条 件 。 
WEB. 在 驻 值 条 件 下 ， ias o 671) 式 可 得 


BGneb - Ds 


— i 5 foi ðo av 


-51195255 十 - a edol 


- f| Coi (Oritur, 0t P.) ds 
=i [ax8(oo (rius, )l )]Jds 
81 
~ [ito (61i n dl)ds=0 (4.672) 


LE! 
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由 于 具有 恋 分 约束 条 件 
(29( H)éi (Bi tH 2,0), + Fe=0 
NGREESETAe MUH | 
[|a CICH ei Ortus, o. de 
V 


= [| ar, ue (H) ðr asa )820 49 
V 2 


+ | Axd(29(H)es( Brest ui)l/)ds=0 (4.673 


FEPIEEP 


将 (4.672) 与 (4.673) 两 式 相 加 ， 则 得 


88. ucl a [en-oa 
U 
+ É o1 724g (H)As Qr) ] 56 jas 


一 [t g815(8 ri ug ,00; - P» ]8dads 


8| 


一 flira Cos lrtus ls) 
51 


— AsB(2g( H)8is(8x«- uz, )l;) ]ds 
— [aao Cere, 
52 


— Axe6(2g( H)éi Oritur 01;) ]ds—0 (4.674) 

. 根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 mE 
$i Lf()o1,—0 (V) (4.675) 
91, 7 2ug(H)An, scia) 
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=. ROLI — Asin Hue) | 


m 
=L 6i; — Ar, (Oi - ux,:)]—0 f (V) (4.616) 
Tij(Orit ur, (Jl; — P —0 (S1) (4.677) 
treld (Öri tur, i)a)  AsxG (2g ( H)éss(Ox« 

Huse, la) 70 


BA (4.675) R, EREA 
(üe— Àx)B(ais(Oxse- ur 215) 50 


则 有 
mE : ük— Ax == 0 
Bn A= ür (S,) (4.678) 
H ed oi; (Bui Fus) 9) Ard (2g Hèr ri -|- ur,i)ls) 
—(ü— As)6(044(85:i2-44,0)1,) =0 
所 以 


从 一 Ar 一 0 (S) (4.619) 

.也 于 人 z* 基 由 积分 域 化 到 边界 上 的 物理 量 ， 因 其 物理 性 质 具 有 

不 变性 ， 记 以 4s 一 在 积分 域内 与 边界 上 均 成 立 , 则 由 (4.676) 式 
可 得 


Bij— zei( Dri Turi) —0 (4.680) 
ME Er — Y. FED I RN 
或 ét; y DINE 2 Hy t 2 Us, iix, $ grbe 0 
在 边界 S> 上 ， 方 称 (4.679) 式 变 为 
ü&—uür—O0 ` (4.681) 


由 上述 可 知 ， 这 个 康 理 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 正 荐 有 限 
变形 稳定 蠕 变 的 四 类 基本 方程 ， 故 这 个 原理 的 解 为 有 限 变 形 稳定 


4.7.7 标准 型 余 能 变 分 原理 
基于 广义 泛 函 (4.652) 式 (或 (4.653) 式 ， 或 (4.654 式 )， 利 
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用 规 一 化 方法 ， 逐 步 把 变 分 原理 的 变 分 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 件 
《或 转 为 一 般 约 东 条 件 ), 则 得 到 标准 型 余 能 原理 的 泛 函 ， 也 就 是 
有 限 变 形 稳定 蠕 变 理 论 的 余 能 古典 变 分 原理 的 泛 隙 。 

T. PUE EE ZI IEEE TE ER XC 


Kou fp) m0, 用 ofy RAE èns, REERG 652) 


退化 为 (4.661) 式 泛 函 。 这 一 步 是 把 应 力 应 变速 度 关系 转 化 为 一 
般 约束 条 件 。 

2. WEISER 

Hlor (9c due), +F =0, WIE. o6) stil D 


Grop -7 =M (5 f(T)oi Je ;|de 
y 


- [tes oue t7 Pisas 
g 


~ [irois bntun Las o (4.682) 
这 人 一步 是 把 平衡 方程 转化 为 变 分 约束 条 件 。 
3. 满足 力 的 边界 条 件 
ERS E, Boi (situs, Ol— Po 关系 起 成立 ， 所 以 
i£ PR (4.682) AEEA 


Gi: ebat Kot jet, ae 


"ersten Jade (4.683) 
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这 一 步 是 把 方 的 边界 条 件 转 化 为 变 分 约束 条 FE. VZ E (4. 683)5R 
正 是 在 限 变 形 稳定 姻 变 理论 的 标准 型 变 分 原理 的 泛 函 。 
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$4.8 结 论 


用 变 分 问题 来 措 述 同体 力学 范畴 内 的 问题 ， 采 用 拉 氏 有 习 子 法 
建立 各 类 广义 泛 函 及 其 广义 变 分 原理 ， 实 质 上 是 基于 势能 密度 与 
余 能 密度 的 基础 上 上， 各 种 变 分 约束 条 御 、 一 般 约束 条 件 和 变 分 条 
件 之 间 的 匹配 问题 。 

广义 泛 聊 中 的 变量 函数 之 癌 的 约束 条 件 ， 可 分 变 分 约束 条 件 
与 一 般 约束 条 件 。 一 般 约束 条 件 是 个 能 用 《线性 ) 拉 氏 乘 子 法 使 
之 转化 为 变 分 条 侍 的 。 因 为 广义 泛 函 中 的 某 类 变量 函数 利用 一 般 
约束 条 性 被 消去 了 ， 四 此 必然 得 到 尼子 为 零 的 结果 。 

应 用 拉 氏 乘 子 法 建立 各 类 广义 变 分 原理 ， 使 研究 广义 变 分 原 
理 严格 建立 在 数学 方法 的 基础 上 ， 促 进 了 广义 变 分 原理 的 发 展 。 

基于 新 型 势能 宕 度 与 余 能 密度 的 数学 形式 和 变量 函数 之 问 的 
匹配 原则 ， 利 用 拉 开 乘 子 法 建 记 了 三 类 独立 变量 函数 的 固体 力学 
系统 【弹性 力学 、 有 限 阐 性 力学 、 塑 性 形变 理论 、 塑 性 流动 理 
W WERE) 的 各 类 广义 变 分 原理 。 

利用 规 一 化 方法 ， 按 照 统 一 的 模式 ， 基 于 各 类 三 类 独立 变量 
衣 数 前 广义 变 分 原理 的 基础 上 ， 形 成 了 一 系列 新 型 的 广义 变 分 原 
埋 ， 并 在 分 析 过 程 中 推出 了 已 知 的 (被 他 人 已 提出 的 ) 各 类 变 分 
EE, 
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第 五 章 ”修正 (分 区 ) 变 分 原理 


85.1 HX jË 


5.1.1 修正 (分 区 ) 变 分 原理 


变 分 原理 是 许多 近似 (包含 数 从 ) 法 的 理论 基础 。 由 于 变 分 
原理 的 发 展 ， 促 进 了 近似 法 的 形成 和 发 展 ， 同 样 ， 由 于 近似 法 的 
发 展 亦 促 进 了 新 型 变 分 原理 的 形成 与 发 展 。 修 正 变 分 原理 就 是 
下 于 有 限 元 法 前 发 展 而 使 之 形成 和 发 展 的 。 在 这 方面 钱 伟 长 、 
( 美 ) 证 学 锁 等 人 进行 了 系统 的 创造 性 的 工 作 "' 1。 本 章 主要 
在 第 四 章 的 广义 变 分 原理 的 泛 范 的 基础 上 上， 在 变量 遇 数 之 问 不 同 
的 中 配 条 人 御 下 ， 形 成 了 不 同 于 已 有 的 各 类 新 型 修正 变 分 原理 
it171!31 

入 数值 分 祈 过 程 中 ， 对 大体 系统 进行 几何 剖 分 ， 把 固体 系统 
分 割 成 有 限 个 子 区 鲍 集 合 ， 称 子 区 为 元 素 ， 然 后 在 每 个 元 素 上 分 
片 构造 待 解 函数 ， 这 样 在 元 素 间 的 交界 面 上 二 ， 保 证 待 解 苍 数 的 连 
续 性 就 是 一 个 需要 解决 的 关键 问题 。 为 了 保证 待 解 通 数 在 元 素 交 
界面 上 的 连续 性 就 产生 了 不 同 的 方法 。 其 中 一 种 方法 是 在 分 片 构 
造 待 解 孙 数 时 ， 使 待 解 函数 满足 元 素 界 面 上 的 连续 性 条 件 ， 其 二 
是 修改 库 来 的 古典 变 分 原理 与 广义 变 分 原理 ， 加 上 保证 待 解 遇 数 
在 元 素 边 界 上 满足 连续 性 的 项 ， 这 样 就 形成 了 修正 (分 区 ) 变 分 原 
理 。 肉 此， 所 谓 修 正 〈 分 区 ) 变 分 原理 系 指 在 元 素 交 界面 上 为 保 
证 待 解 岗 数 的 连续 性 要 求 ， 在 古典 与 广义 变 分 原理 欧 泛 站 的 形式 
上 ， 导 入 一 个 修 止 项 ， 从 而 形成 新 型 泛 函 及 其 变 分 原理 。 修 正 变 
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分 原理 的 泛 商 有 下 面 两 个 特点 ， 其 一 是 同体 系统 被 分 割 成 有 限 个 
元 素 的 集合 ， 固 体 系统 的 总 体能 量 〈 劳 能 、 余 能 、 动 能) 是 有 限 
个 元 荡 的 能 量 之 和 ， 其 二 是 在 每 个 元 素 上 分 片 构造 待 解困 数 ， 而 
不 是 存 整 个 定义 城 上 物 造 待 解 函数 。 


5.1.2. 待 解 函数 的 构造 


网 性 系统 记 为 Y， 其 整体 边界 为 S 一 SUSz， 用 点 、 线 、 面 
把 固体 系统 分 割 为 有 限 个子 区 的 集合 ， 称 了 区 为 元 素 ， 记 为 Va， 
它 的 边界 为 分 片 光滑 的 ， 记 为 S$。， 于 是 建立 一 种 几何 市 分 V，， 
用 有 限 个 元 素 Y。 的 和 ， 到 过 同体 系统 ， 裤 有 


v= Dv. (8.1) 


JLFTELA 85638 0036 EU HERE, I ep UE E Ë 34 
国体 的 玫 何 形状 的 还 近 性 和 四 体 物理 性 质 的 间断 性， 而 且 还 要 考 
虑 收敛 性 要 求 和 在 其 种 意义 下 的 最 住 章 分 的 问题 等 其 它 因素 

待 解 函数 的 狂 值 天 近 是 以 元 紫 V。 为 定义 域 ， 常 用 多 项 式 8 
ERE, ERRARTE = NO EU" XR 
Us， 它 们 的 集合 记 为 

Ku={Ui(P),i=1,2,.,N} 
并 将 其 称 为 离散 型 加 体 系统 的 自由 度 。 在 元 素 V。 上 构造 以 节点 
广义 函数 值 U D ORE AE CT AES B ER ua (P), Bee (P) XE 
成 的 函数 空间 记 为 Va， 于 是 任意 的 两 数 4(P)eV，， 可 表示 为 

u(P)= TU:(P)GIP) (5.2) 
其 中 将 

NI 

eeso f 

PIESA- AERA (BEREX). 
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方程 (5.2) RERA RAU- RER, CERRI R 具有 
FARE, fRfEZUSUB)AEZRIS F 4866 2 Sk Jj E Pk BU C’ 
KAX, RARA RARE Br Saku phi Ct RAE 类 ， 或 为 具 
有 更 山 光 滑 性 的 C" 通 数 类 。 就 整体 而 言 ， 待 解 函 数 类 V LIS 是 解 
术 销 数 类 ， 伺 它 是 由 分 片 解 析 函 数 类 组 成 。 

元 素 边 界 8S.-- 般 可 表示 为 


S.,—S,,US118S, (5.3) 
POOR ABTVUALSERT, A 
Sa = Sap (5.4) 


ABS. 为 元 素 Y 。 与 V。 的 交界 面 。 


5.1.3 交界 条 件 


就 钾 体 力学 而 睛 ， 待 解 通 数 除 满足 四 奖 基 木 方程 之 外 ， 由 守 
采用 分 片 构造 待 解 丽 数 ， 因 此 在 元 素 的 交界 面 $as 上， 还 应 满足 
交界 条 件 ， 见 待 解 函数 的 连续 性 条 件 。 

就 弹性 力学 而 言 ， 交 办 条 件 可 发 示 为 

(1) 位 移 连 续 性 条 件 ， 即 


uj-uj—o (Sas) (5.5) 
(2) Z3R EE EAR IE. (RR EHE RE), 0 
(o i;l;)? + (oils)e =0 (Sas) (5.6) 
RETA i6 3⁄ n] RRN T 
(aisi eri 015)? T(augnsul)!'-0 (S4) (5.0 
(l °= - (5)? (5.8) 


其 中 (5》 为 元 素 Ye 没 交界 面 Soe 的 外 法 线 方向 余 Z UPH 元 
XV ila PL Sa D) PER I ARS 

(3) ORAR EKERN 

KFKC RAS Dor dA, EARE Ruys 
应 为 函数 记 为 D3， ERRA Ef . 
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5.1.4 互补 性 


就 某 些 力学 问题 而 言 ， 待 解 函数 序 满 足 的 征 分 方程 、 和 边界 条 
件 、 交 界 条 件 是 准 一 的 ,但 满 吓 的 方式 不 同 ,如 部 分 条 件 在 分 片 构 
造 待 解 盘 数 时 已 满足 , 其余 条 件 可 由 泛 所 实现 驻 值 条 件 时 满足 。 这 
两 种 不 辐 的 方式 都 能 使 待 解 函 数 满 足 全 部 茶 件 。 这 样 ,分 片 构 造 待 
解 炒 数 与 修正 变 分 原理 之 间 ， 就 竺 解 孔 数 应 满足 的 条 件 耐 言 ， 具 
有 互补 人 性。 而 这 种 互补 性 对 研究 修正 变 分 原理 及 解决 实际 问题 是 
少 益 的 。 另 外 ， 可 根据 力学 问题 的 难 易 点 ， 避 难 就 易 ， 构 造 不 同 
待 解 芯 数 ， 选 取 不 同 的 修正 变 分 原理 解决 具体 力学 问题 。 

当 构 造 的 待 解 范 数 许 元 素 交 界面 上 具有 充分 光滑 性 时 ， 修 正 
变 分 原理 就 退化 为 古典 变 分 原理 〈 或 退化 为 广义 变 分 原理 ), 这 时 
交界 条 件 自 然 得 到 满足 。 

起 于 各 种 离散 方法 之 间 具 有 内 在 的 规律 性 ， 所 以 在 介 总 修正 
变 分 原理 的 同时 ， 也 要 介绍 与 之 有 关 的 其 它 类 型 的 变 分 问题 ， 如 
有 限 元 型 边界 元 型 、 区 域 型 、 加 权 余 数 〈 广 义务 略 金 ) 型 等 。 


$5.2 弹性 力学 的 修正 变 分 原理 


5.2.1 势能 型 修正 变 分 原理 I 


”基于 二 上 典 变 分 原理 的 泛 函 (3.1) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 
前 分 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 当 位 移 羡 数 在 元 素 交 界面 上 不 连 
续 时 ， 为 了 保证 注 续 性 条 件 (5.5) 式 ,采用 拉 氏 乘 注 法 将 变 分 约 
东 条 件 〈5.5) APAZA (3.1) 式 中 ， 在 泛 函 (3.1) 式 中 增加 
修正 项 ， 即 

[arug unas 


Sab 
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从 而 形成 了 势能 型 修正 变 分 原理 T RE RIT. 

1. 变 分 问题 

对 上 加 体 系统 进行 离散 分 制 ， 把 画 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 沙 数 ， 沼 构造 的 待 解 函 数 具 备 下 列 条 
Lun 

(1) 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 (1.2). R 

(2) 在 边界 上 满足 位 移 边界 条 件 (1.8) R 

(3) 在 元 素 边 界 上 ， 用 其 表示 应 力 函 数 的 应 变 函 数 为 独 sr. 
狗 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 下 面 泛 函 实 观 驻 值 条 件 的 位 移 。 应 变 函 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M。。 ;一 xi [A(e15) — Paui]dv 


- | Pais] Y f i (uf—ut)ds (5.9) 
LAM Sab im. : 
X BACGU) (0 .9)5, 

WEB]: 在 驻 值 条 件 下 ， 考 虑 到 变 分 约束 条 件 〔〈1,2) 式 ， 巾 泛 
K (5.9) 式 得 


Va 
NICE )- i Jews J 
So 
pete 


b 
aar (24 » Jowtas 
855 
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+ [uiuon ds}=0 (5.10) 
HPS HARKAS a HIBAM 
HTòu, bu], bu], 8293 23 EAE CR W, R 所 
变 分 法 基本 引 理 得 


(z timo (Va) (5.11) 
id ^5 

u?—ub-o0 (Sa |) (5.12) 
tl JA Se el: 
Ai (5u) 0 (Ses) (5.13) 
" aA Ve 

At) 一 0 (Sas) (5.14) 
3A 1,_F,= (Si) (5.18) 
GE; 


由 上 述 可 知 ， 泛 前 (5.9) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 件 和 一 
般 钓 训 条 件 正 是 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条件 ， 故 泛 表 
(5.9) 式 在 变 分 约束 条 件 下 实现 驻 值 条 件 的 解 为 弹性 力学 [8] í 
的 近似 解 。 证 毕 。 
2， 势 能 小 有 限 元 修正 突 分 原理 I 
(1) 车 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 关 系 式 〔1.2) 
式 ， 在 边界 上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.8) 式 ， 及 在 元 素 边 界 上 引 
AJhsrmckRHAIBR, DAZ (5.9) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 
应 变 函 数 为 弹性 力学 问题 贞 近 和 握 解 。 
(2) 阁 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 关 系 式 (1,2) 式 ， 
在 元 素 边 界 上 兆 足 位 移 边界 条 件 〈1.8) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 , 今 
=. 1 (3.16) 


WEZA (6.9) 式 实现 驻 值 条 件 揭 位 黎 、 应 变 函 数 为 弹性 为 学 
[n] EGG E OL ERES 
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3.2.2 赵 能 型 修正 变 分 原理 II 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4,18) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 阅 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 六 尿 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 一 数 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 在 澳 罕 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 隆 数 为 独立 变量 函数 ， 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 和 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 
函数 时 ， 由 和合 下 面 泛 函 〈5.17)》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 
应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


Mea-: -Zf i Tijeri F itis ) 


1 
=g Tutaj eeu Tus; -i - 


— tulo ain ser) Jav 


-Pius— [f Faqas|G6a19) 
Sa AEN 7 
(S;=S, US, US,)* 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 册 泛 函 (5.17) 式 坦 
Mf 
6M,a-;— * 1 | = TM p. Jo 
Xll i (eu z” 3 Pos 


有 “再 文公 式 中 的 So， Sao Sp SEES SS USUN BA BS, R 
LEID 
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一 二 (ce 一 com Eki]5E71 
-( E 《ai 十 @iy8iEEE) t F, Ju, de 
- [lea Dep: + (Pi— Lastaumenls Jeu: Jav 
Boo 


一 [ [CREME F (Pi— (ot aner) t Jòu 


Á 


Bags] 


£Ou-PDSujas- || [es-aoonis (ei 6e 
Baág: 
Fy jos las|=0 (5.18) 


其 中 在 交界 面 Se 上 Pi5x 为 相 消 项 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


eum og yu =0 (Va) (5.19) 
T;;j—4ijkt Ett 0 (Va) (5.20) 
quta er) y +P = 0 (Va) (5.21) 
Wi—uUt= 0 (S$1),(Sa) (5.22) 


Pi —l(ogtagusl;mo (0: GO GO (5.23) 

五 ,一 P; 一 0 (S) (5.24) 

nu, —ü, = 0 (S,) (5.25) 

HERTA, 2 (5.17) 式 的 变 分 条 件 下 是 弹 评 力学 的 四 

类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 泛 函 〈5.17)》 式 在 驻 值 条 件 下 的 解 为 
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弹性 为 学 阁 题 的 近似 解 。 证 毕 。 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 工 
HEARRE, ME, DRAHA ERAR, E 
TEUR RER., MI AZOR LP eR HERI, MAE p 
(5.17) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 诬 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问 
题 的 近似 解 。 
3， 势 能 型 边界 元 变 分 原理 I 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.21) 
式 、 应 变 位 移 〈5.19) 式 及 应 力 应 变 〈5.2?0) 3X, AGRAR 
上 ， 应 力 、 位 移 机 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 下 南边 界 
变 分 方程 《5.26》 式 的 位 移 、 应 变 、 应 万 画 数 为 弹性 力学 问题 的 
近似 解 。 
Ama 
xs Gi;ki Exi Lj us 


Fa 


-P3 (u: =u) |ds — II Paqds|=o (5.26) 


5 nsi 


4. WEB RSS YR IB E 

A. pede. ARRERA RIRE IRURE, EXC 
GER IBLE A ETE LRT (5.5—5.7) 3X, EARS PI S, LW 
EURA (0.7) 和 (1.8) 式 时 ， 则 满足 F 面 变 分 方程 (5.27) 
式 《 或 它 的 化 简 形 式 ) HAB., ME. EH 函数 为 弹性 力学 问题 
的 近似 解 。 
M ʻi 
Lol [fi oues- Pea d Coutau en) 


Va 


1 1 1 
(s= Hira y Misi ) 3eu(eu 725001) |dv je 


(5.27) 
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5 势能 型 如 权 余 数 《广义 其 略 金 ) 方程 í 

(1) 着 位 移 、 应 变 、 应 力 丽 数 在 元 素 内 部 为 独立 变量 男 
Fes ERAUR EM m KROJI EDERA KAA, hl 
满足 变 分 方程 (5.18) 式 的 位 称 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问 
是 的 近似 解 。 

《2 》 芳 位 移 、 上 应 变 、 应 力 函 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交界 条 
fF (5.22) 和 (5.23) 式 , 在 边界 $: 与 Sy? 上 满足 进 界 条 件 〈5,24) 
46 (5.25) W, WEE FEADAR (5.28) 6543. MAE. 
Y 23 BÀ 38 27 9 0 JJ A 38609 IE DL E 


x 
fam: i 1 

i IË * (sa p ei y Mon jac 

asi ya oo 


to 
m (0 ;4— G;;k1 Er: ) Beiy 


—((ai;iti).s 1 Fibu; do ]= o 
jer 


n (5.28) 

(3) 著 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 。 应 力 函数 满足 平衡 方程 
(5.21) 式 、 应 变 售 侯 【《5,19) 式 、 应 力 应 变 〈5.20) KE, Bil 
满足 下 面 变 分 方程 《5.29)》 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力 
学 问题 的 近似 解 。 


EM. ros 
xul [Cu;— u1)8P? + (Pf — ai; eri 0;)6u,]ds 
a=-1 3 


~ [ [Gu,—uDëPi+ (Pr |n em Uydu 
Saflg 


T CP; — Pi38ujf ]ds 


c j [Gt —9))8PL- (PI amenls)Su]ds |=—0 
Sal 3a : 
(5.29) 


5.2.3 gi k 2 FE III 


V DIOX GER Eg (4.18) 式 ， 但 采用 不 同 于 上 节 介 
绍 的 分 片 构造 待 解 函数 类 ， 可 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 轿 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 同体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 厅 用 分 片 构 造 入 解 函 数 ，、*1 待 解 函数 渍 是 下 列 笨 件 : 

(1) (EXER Piri. Mie. PJ AX TR SL AERE ERE s 

(2) ERRARE, MH., MERRE, mN BE 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 下 面 泛 丽 《5.30) 式 实 现 驻 值 
条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 丙 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M..- = xd y Tueis- Fit: 
ety 


1 i, 
d g (si + aijikt (eu ts 


— n )- ; eimi a; iita) jan 


ee [i Pu; Hs] 
5 «P5, i 
| (5.30) 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 画 (5.30) 式 得 


SM... = [Jr — zhes- 3 tos gun Jòri 


a=1 Pa 
1 å 
(Oa Eki )BEi7 


=| plosta £ki),4- F, Jòu Jaw 


- [Ga ua slds 


Sa 


== | [Gu —ut)8eili t (Pi 


Safa, 
—g iilj)out]ds 一 | [Gu 
S482 
— ii:)60 til1]ás l- 0 (5.31) 


dore SS koul 503 项 为 相 消 项 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


eu y 4o) gam 0 (Va) (5.32) 
Oij—ü. jgkiERIT 0 (Vs) (5.33) 
Tg ane +P = 0 (Va) (5.34) 
u, —uj= 0 | (S1). (Sa) (5.35) 
P;—ocij;—0 (S1) (5.36) 
H — B == 0 (S,) (5.37) 


HEREA, WA (5.30) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 
( 力 的 连续 性 条 件 ) 正 是 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 
故 在 变 分 约束 条 件 下 泛 函 〈5.30) 实现 驻 信 的 位 移 、 应 变 、 应 力 
函数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 
2， 势 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 下 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 均 为 独立 变节 函数， 在 
元 素 边 办 上 应 力 函 数 为 连续 函数 ， 而 位 黎 函 数 为 独立 构造 的 边界 
KA, MENZE (5.30) 式 实现 驻 值 的 位 移 , 应 变 ,、 应 力 藤 数 为 
弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
3. 势能 型 这 界 元 变 分 原理 下 
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车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 淆 数 满足 平衡 方程 (5.34) 
式 、 应 变 位 移 (5.32) 式 及 应 力 应 变 (5.33) Å; 在 元 素 边 界 上 
应 力 函 数 为 连续 的 ， 而 位 移 函 数 为 独立 构造 航 边 办 函数 时 ， 网 满 
足下 面 边界 变 分 方程 《5.38) 式 的 位 移 、 应 力 获 数 为 弹性 力学 问 
是 的 近似 解 。 


M 


Y J -c lu; 一 0 Cu, —u1) |ds 


€-1 S 


- Í P.utas]= o (5.38) 


LAGER 


4， 势 能 型 加 权 余 数 (IT X ODE &) 方程 

(i) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 序 变 、 应 力 冰 数 为 独立 变量 函 
数 ， 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 连续 的 、 而 位 物 函 数 为 独立 构造 的 
URK, HUNE ECEARTDRER (5.31) RUGE., WE, AHE 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满足 平衡 方程 
(5.34) 式 、 应 变 位 移 〈5.32) 式 及 应 力 应 变 (5.33) 式 ， 在 元 
素 边 界 上 点 变 、 应 力 函 数 为 连续 的 、 而 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边 
界 函 数 时 ， 则 满足 变 分 方 班 (5.39) 式 的 位 移 、 应 应 变 、 应 力 函 数 
为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


>J [On 4; )87,;0]1ds 


nc | [(4,—u1)8c,;1; + (P,—5,,1,)6u1]ds 


DEDE 


一 [i [Gu — 2,)8c,;1ds]—0 (5.39) 


AaS 
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5.2.4 热能 型 修正 变 分 原理 IV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.27) 式 ， 采 用 分 片 掏 造 待 解 函 
- 数 ， 可 以 形成 下 而 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 `. 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 厦 上 成 有 限 个 元 素 之 
和 ，、 并 采用 分 片 构 造 待 解 务 数 ， 兴 待 解 函数 满足 下 列 条 件 : 

( 1》 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 为 独立 变量 函数 ; 
|. (2) 在 元 素 边 界 上 上 应变 函数 为 连续 函数 ， 而 位 移 函 数 为 独 
立 构 造 的 边界 削 数 时 、 出 使 下 面 泛 函 (5.40) 式 实 现 斑 值 条 件 的 
人 位移、 应变 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


MN 
M.a- = ya tpm $i; £j — Pu, 
azl15y 


E 


T 
casui uus uii Jlar 


— [aon er: LU (u;--u$)ds 
Sa 


一 | P;ujds ] (5.40) 
Bash. I 


证 明 : 在 驻 值 条 件 下 ， 出 泛 函 《5.40) 式 得 


M. = x: [la m > H1,4— Lusi CR 


aat 2 

— ((a; iex), + Fi) ou; Jav 

- [te DsGun erils)]ds ~ 
Sa 
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一 [ [(u;—ut)8(ajsÓi exi l5) 


Sans, 


TP —agu Eki 1;)6ui .ds 


=< | [(u,—8,)5Ca; si exi l) ds} = 0 


Sa Sg 
(5.41) 
ABE ES. aier er 1; Sr 项 为 相 消 项 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
eu Tum - (Va) (5.42) 
(q;i;jm exi) + F = 站 (Va) (5.43) 
u — u= 0 (S,),(S.) (5.44) 
P,—ai;ki til; 0 (Si) (5.45) 
u—uü— 0 (S2) (5.46) 


HERRA, ZA (5.40) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 #F 
( 力 的 交界 条 件 ) 和 和 一般 约 来 条 件 ( 应 力 应 变 关系 式 ) 正 是 弹性 力 
学 问题 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 ， 泛 函 
(5.40) 式 实现 驻 值 条 件 解 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2， 势 能 型 有 限 元 修正 突 分 原理 信 
”着 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 
上 应 变 函 数 为 连续 的 ， 而 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 
EZR (5.40) 式 实 现 驻 值 条 件 的 应 变 、 dui ud 
题 的 近似 解 。 

5， 势能 型 边 春 元 赛 分 原理 了 

若 在 元 素 册 部 位 移 、 必 变 国 数 满足 平衡 方程 (5.43) RAE 
变 位 移 〈5.42) A 在 元 素 边 弄 上 应 变 函 数 为 连续 的 ， 而 位 移 范 
数 为 独立 构造 的 边界 画 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 〈5.47) 式 的 
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应 变 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

M 

Sof [|| acne accnieda Gn ut) las 
S. 


-| Piutds]=0 (5.47) 
SANRA 
4. 势能 区 域 型 变 分 原理 了 
在 元 素 边 界 上 待 解 函 数 满足 交界 条 件 (5.5~5.7) s; 在 边 
界 S, 和 S。 上 满足 边界 条 件 (5.45).(5.46) 式 时 ， 则 满足 变 分 Jy 
E (5.48) 式 的 应 变 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
Lof] harses ei — Fiu; 
—dijki eco Ius ius )ed- 0 
(5.48) 
5. EB mig (r Wa) FAN 
(1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 画 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 边 界 上 应 变 阔 数 为 连续 的 ， 而 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 
时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.41) 式 的 应 变 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问 
题 的 近似 解 。 f 
(2) ft 3 E LR EIIEXSURPE (5.5—5.7) 
A, FAAS HS EWEA RF (5.45),《5.46) 式 时 ， 则 W 
足 变 分 方程 《5.49) 式 的 应 变 。 位 移 函 数 为 弹性 力学 门 题 的 近似 
解 。 
IK a 2 H., — yun Jota; nien) 
> 


971 
a 


— (niei) s+ Fon, ao ]- 0 (5.49) 
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(3) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 满足 平衡 方程 (5.43) 式 
和 应 变 位 移 关 系 (5.42) R; ERRUR EVERA ERK, 
MERR Dh c 3 p Ve pd n), M aH JB xà YR de 4p h E 
(5.50) RITAS fu fg HL kk Se ERE REL ILR 


asl 


Y {Cw m 9 ners) ds 


un I [(u,—u$)86(ai;s ERI U) 


FERE 
T (P;—aisc£iei1;)8uj jds 
= [ [(u—ut)8(a;i eriti) Ids} = 0 


SaflSg 
(5.50) 


5.2.5 势能 型 修正 变 分 原理 V 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 羡 〈4.34) A, 采用 分 片 构 造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 

对 国体 系统 进行 离散 分 草 ， 把 男 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 草 数 ， 当 待 解 函数 满足 下 列 条 件 ; 

C1) 在 元 素 内 部 应 变 、 位 秽 函 数 满足 应 变 位 移 〈1.2) 式 ; 

(2) 在 元 素 边界 上 ， 应 变 、 孙 力 函 数 为 连续 画 数 ， 而 位 移 
”项 数 为 独立 构造 前 边界 攻 数 时 。 岗 使 下 面 泛 函 〈5.51) 式 实现 驻 
值 条 件 的 位 移 。 应 变 、 应 力 函 数 为 弹 引 力 学 问题 名 近似 解 。 

Mra- = sí P i kr- F iut, v 
s SG EijE Ja | 


-[ ico Taie Jli (uui —ui)ds 
rA f 
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= m Pinids) | (5.51) 


ES 
San, 


E: YXESEBBTRTPT, Bum (5.51) 式 得 


6M, s— i 一 (Ois aijr £xi)O£ 4 
el y < 


(T utan op Ou; Jae 


= (3 TM + joues) Jas 


LI 2 1 ] 
zs Il [Gu ue et arseen )t 


86184, 
des llot acen) Jòu; Jas 


r 
一 | [e -upe Ois 


sensa 


十 ; a; rein )ls la]- 0 


E 


oPAGER E Sao E eur Lanes Jl, 8ui 项 为 相 消 项 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 ` 
Oij—üijkt Ext= 0 (Va) (5.53) 


5 (Tij Quei en)a Pim 0 (Va) (5.54) 


Kio 0 (S1) (Sa) (5.55) 
五 ;一 Gata er )1;— 0 (S1) (5.56) 
t — = 0 (S) (5.57) 


AERTS, ZE (5.51) 式 的 变 分 茶 件 和 谈 咎 约束 条 件 正 
是 弹性 力学 的 四 类 基 木 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 ， 
MERE (5.51) 式 实现 斑 值 条 件 的 解 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
E. 

2， 势 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 V 

车 应 变 、 位 弥 函 数 潢 是 应 变 位 移 《1.2) X, 在 元 素 记 界 上 
E, AIRAA HR A MEERE 〈5.6)、(5.7) 式 ， 
ERROR pe BJ n RM, MAZA (5.51) 式 实现 
驻 信 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

3、 势 能 型 边界 元 变 分 原理 V 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.54) 
式 、 应 力 应 变 (5.53) 式 及 永 变 位 移 〈1.2) 式 ， 丰 元素 边界 上 应 
变 、 应 力 函 数 为 连续 的 ， 而 位 移 秃 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 满足 边界 变 分 方程 (5.58) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 
力学 问题 的 近似 解 。 


M 


"CE (Zout disk! enr Jistis 
Sa 


a-1 
_ (Oit aisi eu); Gui) ds 


一 II P.ujds]- o (5.58) 
4， 势 能 型 加 各 余数 《广义 伽 略 金 ) 方程 V 
(1) 车 应 变 、 位 移 遂 数 满足 应 变 位 移 【〈1.,2) 式 ;在 元 素 边 
界 上 应 变 、 应 力 盐 数 为 连续 册 数 ， 而 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 
丽 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.52) 式 的 位 移 、 应 恋 、 应 力 函 数 为 
弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
(2) 车 在 元 素 的 交界 面 上 ， 待 解 函 数 满足 交界 茶 件 (5.5~ 
5.7):S; 在 元 素 边 界 $: 利 S* 寺 ， 待 解 函数 渍 足 边 办 条 件 (5.56), 
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(5.57) 起 时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.59) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 _ 
函数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
{0asreri) Ses 
0-1 EZ 
(4 oist asserere) * +P,)au ]av}= 0 f 
(5.59) 
(3) BEGRAWE, ek. S SME FA J SW 
(5.54) 式 、 应 变 位 移 《1.2) 式 、 应 力 应 安 (5.53) 3À, 在 元 素 
进 界 了 上 应变、 应 力 函 数 为 连续 的 ， 而 位 移 函 数 为 独立 构造 的 地界 
应 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.60) 式 的 位移 、 应 变 、 应 力 通 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
M 
X [osse Gi jii ex ju Jas 


e=l 85 


+ 全 [mmuDe( Los Laon en) 


gos, 
+ (Pimi (ortae) jowi je: 


+ [| [emet mon enar] 
(5.60) 


5.2.6 势能 型 修正 变 分 原理 VI 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.47) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

INE LU 

对 固体 系统 进行 离散 分 寡 ， 把 男 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 函数 具 委 下 列 条 件 ;: 
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C1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 
CA £i), ;r PF 一 0 (Va) (5.61) 


(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 连续 的 ， 而 应 力 函 数 为 独立 
构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 下 面 泛 函 (5.62)》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 
移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


vcn Ed inan 


如 二 下 


-Je (0 ;;T dii erly Juias 


4 j Piaids} (5.62) 


Bas, 


EW, VORRRCRURY, WZA (6.02) RE 
6Me。-n -E(f[-i(e-Iecie. joo 


1 
一 于 (cv —4i iti (u,))8ei5 Jav 


- [p ostais exl [Bu ds 
86 


[Pilotai en)ls ]šuds 


En 
= | [(Pi -4 Goran exl; Jon 

PTT 
*G,—9;)8Pi Jas] 0 (5.63) 


(这 星 证 明 引 用 了 变 分 约束 条 件 平衡 方程 。) 
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其 中 在 元 来 交界 面 Sas 上 上 #16Pi 项 为 相 消 项 。 
REDAREA, E 


ey 一半 Wi 一 t= 0 (Va) (5.64) 
0;;—Gi;nieri( u, )= 0 (Va) (5.65) 


jc CHEPWITTS = 0 (S,),(S.) (5.66) 
P,— (eu tauuneenl = 0 (Sı) (5.67) 


u;—i:i— 0 — (S2) (5.68) 

BIATI 2E (5.62) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 正 
是 弹性 力 党 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 ， 
使 泛 函 〈5.62) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 
力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2， 势 能 型 有 限 元 修正 灾 分 原理 直 

车 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.81 ) R ENR 
界 上 位 移 函 数 为 连续 的 ， 而 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 使 泛 了 大 《5.62》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 。 应 力 函 数 为 弹 
性 力学 问题 的 近似 解 。 

5、 势 能 型 边界 元 变 分 原理 可 

若 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (5.61) 式 、 应 变 位 移 
(5.64) 式 ,应 力 位移 《5.65) 式 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 函数 为 连 
续 的 ， 而 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 峙 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.69) 式 的 位 移 、 应 变 。 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


Es: to :ij 十 一 TTD 
*[Pi-iGas aiski exl, uds 
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一 Pindsj Q (5.68) 
4. ybE DR EZE AY S EE W 
戎 应 力 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (5.61) 式 ， 在 元 素 演 界 
GALENO (5.55.7) Ry AURS A S: 上 W 
足 边界 条 件 (5.67)、(5.68) 式 ， 则 满足 变 分 方程 (5.7?0) 式 的 
应 变 、 应 力 画 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


Zaff- iem]-o (5.70) 


56. 4 iobopobui (mb | E35 W 

C 1) 若 在 元 素 风 部 旋 力 函数 满足 平 痪 方程 (5.61) 3X, 在 
元 过 边 界 上 位 移 函 数 为 连续 的 ， 丽 应 力 阴 数 为 独立 构造 的 边界 丽 
数 时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.63) 式 的 位 移 、 应 变 、 这 万 函数 为 强 
性 力学 问题 的 近似 解 。 . 

(2 ) 若 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (5.61) 式 ， 在 
元 内 边界 上 满足 交界 茶 件 《5.5~5.7) R, EHAS K S: L W 
ARXLSCARTE (5.67). (5.68) 式 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.71) R 
的 位 移 、 应 变 和 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

> MU [-3(e ue e Joss 


azel Vs 
1 x 
~g (oiaren, m Joss Jas] 0 (5.71) 


(3 ) 车 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 (5.61)》 式 、 应 
变 位 移 《5.64) 式 、 应 力 位 移 《5.65) y; 在 元 素 交 界面 上 位 黎 
函数 为 连续 的 ， 面 应 力 耳 数 为 狐 Y 江 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 泛 
了 边界 变 分 方程 《5.72) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 
问题 的 近似 解 。 


M 

XI [ei totas ey [onis 

a=1 

一 LI £xi)l; ]owas 
POEM 

- [ [pi(ostasm rd 


m 


BaS 


+(u 一 5)3pijdsj = 0 (5.72) 


(5.2.7 余 能 型 修正 变 分 原理 I 


基于 古典 变 分 原理 的 泛 画 〈3.13) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 
前 分 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 应 力 函 数 在 元 素 交 界面 上 不 连 
续 时 ,为 了 保证 力 的 连续 性 (5.6) 式 的 条 件 ,采用 拉 氏 乘 子 法 ,将 
变 分 约束 条 件 〈5.6) 式 导 入 泛 函 (3.13) 式 中 ， 在 泛 函 (3.13) 
式 中 增加 修正 项 ， 即 
ater losst)” as 
从 而 形成 了 余 能 型 修正 变 分 原理 1 HEE Y, 
i. $on 
对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 浮 数 ， 当 构造 的 待 解 函数 具备 下 列 条 
fs | 
( ) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 0.1) 38 
(2 ) 在 边界 S;: 上 满足 边界 条 件 〈《1.7) 58 
(3) 在 元 素 边界 上 ， 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 画 数 ， 而 
应 力 阔 数 为 不 连续 时 ， 则 使 下 面 泛 函 (5.73) 式 实现 驻 值 条 件 的 
位 移 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
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x z 1 
M. = [ace yas [ mini l ds; 
a=1 T. 


Sansa 


So 
E | At Col)" + (G 1) 1ds 
Bas" 1 s 
其 中 B(owy) 为 《1.9) 3X. BU IKE T A= ui, 
证 角 ， 在 驻 信 条 件 下 ， 由 泛 项 《5.73) 式 得 


í [o l ui i ujóc l4] ds 


Sa 


w J msctiidsj 一 0 
BonS2 


考虑 到 平衡 方程 为 变 分 约束 条 件 时 ， 则 有 


x 


X [uocis] 
点 三 Ya 

-Se + usowlsas) 
cal 55 

= 0 


jg (5.74) $1 (5.75) 式 相 加 ， 则 得 
ass 17 yas... Jor «sd 


&-1 Va 201; 


= | Trial)? + Costy) )8utds 


Sap 


(5.13) 


(5.74) 


(5.75) 
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— [ [fs -MIE{ orl) -- (uj — uiels)” jds 


Sab 


T T (1,—u))50, stds ] 0 (5.16) 


根据 变 分 汰 基本 下 理 ， 由 《5.76) RE 


DBfeci 
aB) _ 1 Him — 0 (Va) (5. 77) 


do, 2 P z 
Cail) t (ub) = 0 (Sas) (5.78) 
uj—uQ-0 
5.79 
Hq—utl-—-o0 - (Sas) Certa) 
u; — ü= 0 (S,) (5.80) 


HERA, DR: (5.73) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 茶 件 正 
晨 弹 性 力学 的 四 类 是 本 方 程 和 交界 茶 件 ， 故 泛 东 (5.73 ) REF 
分 约束 条 件 下 实现 驻 值 条 件 的 解 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 
毕 。 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 I 

若 待 解 画 数 在 元 来 内 部 满足 平衡 方程 (1.1) R TEX ESI 
上 满足 边界 旬 忻 《1.7) 式 ， 在 元 案 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 
EDRR ERAITTE, MZR (5.73) 式 
KARR, BEJ BACH DUE TI SE B R. 

5.2.8 余 能 型 修正 变 分 原理 II 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 落 《4.80) 式 ， 采 四 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固 体 系统 分 宕 为 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 千 待 解 函数 ， 当 构造 的 待 解 昂 数 满足 下 列 条 
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fF: 
C1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ; 
( 2 ) 在 无 类 边界 上 位 移 、 示 力 函 数 为 独立 攀 造 的 边界 通 数 
Hf, Big F 8068 (5.81) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 黎 、 应 变 、 应 力 
六 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


A " 
ZES 1 
Mer- xil- 人 Ti 
4-1 Y. 
1 1 
m Oi; (: j—uy9153— 2 2 


1 
— Tn Eis bi: ari) 


—u((a eni); 十 F) fav 


+f a eril; — Ps usds 
Sy 


+ [ apras) (5.81) 


BRE 
ER: ERHET, mia (5.81) 式 得 
r vu 
BMes -15 XLI] Co Go bun Gii)Bg,; 
2-1 Y. 
T [aur eril Hi ) -0:5;186;; 
—[(ai;&i €), i F lön do 


+ | iCar eril; — P5 jòu] 
3. 
TI —u;)5(ai;;: &xil;)lds 
十 二 二 gr l — P )6uj 
ERGER 
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T Gi-—wu)86(aie £l ;) 1ds 


十 j [Carsi erl, — P1)8ut+ (8, u1)8P1 


S485 
t (u —u)8Gieal))ds|- 0 (5.82) 


HPE BSa La SP 为 相 消 项 ， 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


Er; b;iykt O= O (V4) (5.83) 
qun Eril Me )— c = 0 (Va) (5.84) 
(arie); + P = 0 (Va) (5.85) 
tí 一 好 一 0 (S,),(S,),(S,) (5.86) 
disri gsl; — Pi = 0 CS}, (Sa) (5.87) 
aiski Exil; —P = 0 (Si) (5.88) 
Z, — uj 一 0 (S2) (5.89) 


HERTA, ZE (5.81) 式 的 变 分 条 件 正 是 弹性 力学 的 四 
类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 泛 函 〈5.81) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 
弹性 力学 后 题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 
。 车 丰 元素 内 部 位 黎 、 应 变 、 应 力 函数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
KURLA, MIRRA MEHENA RA i, W IE E m 
(5.81) REMER PE IO TEES, KE, ARRAREN AN 
题 的 近似 解 。 

5， 余 能 型 边界 元 次 分 原理 工 

若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 力 应 变 〈5.83) 式 、 应 力 位 移 
(5.84) 式 及 平衡 方程 (5.85) 式 ， 在 元 素 边界 上 位 移 、 应 力 函 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.90》 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹 竹 力学 问题 的 近似 解 。 
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M, i 
zafi T9 Eki lj us 


e=] so 
t (aijkr exi; Pru [ds 


十 [ wPtds|— o (5.90) 
4， 余 能 区 域 型 变 分 原理 
若 仅 移 、 应 变 。 应 力 胃 数 在 元 素 办 部 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 交 办 面 上 满足 交界 条 件 (5.86)、(5.87) 式 ， 在 边界 S S: 上 d 
RGB (5.88). (5.80), MRE EHTE IREE, 
AEE. W E RO UTE 23 51 B RERE R, 
{| iosess— td os (eij—bijkt G kr) 


aci 2 2 


-u( (Gijki kr), + Fi ) és] 0 (5.91) 


5， 余 能 型 加 权 余 数 (XE) 方程 

C1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 通 
数 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 、 应 力 画 数 为 独立 构造 的 边界 务 数 时 ， 则 
满足 变 分 方程 《5.82) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问 
题 的 近似 解 。 

(2) 车 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交界 条 
4t (5.86—5.87) 式 ， 在 边界 上 满足 边界 条 件 (5.88)、(5.89) 
式 ， 则 注 足 变 分 方程 《5.92) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 画 数 为 弹性 
力学 问题 的 近似 解 。 


M 


> UT estemos 


&-1 Fa 


+ (ayseresrtl Ui )— os )8ei; 


— (Ga ev) Fe ) dus Jav}=0 (5.92) 
(3) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满足 方程 (5.83~~ 
5.85) 式 ;在 元 素 边 界 上 人 位移、 应力 函 数 为 独立 构造 的 边界 遂 
数 ， 风 满足 边界 变 分 方程 (5.93) RUGE, WE, AJEA 
弹 考 为 学 问题 的 近似 解 。 
sd [Easel P1)8ut 


a=1` Fa 
T (ui —u,;)8(ai;si exi l;) ]ds 
十 中 [laije exil j — P,)6ui 


FACEM 
T (Dn —ugé(ai;n &ei,)]ds 


十 J [(a;; kr g ts— P$ ous 


San5s 
十 【天 一 人)SP3 TU 一 全) 


ICR atijd ed (5.93) 


5.2.9 余 能 型 修正 变 分 原理 III 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.80) 式 ， 但 采用 不 同 于 上 池 的 
分 片 欧 造 待 解 函数 类 ， 可 形成 下 面 各 菊 修 正 变 分 原理 。 
NET | 
HARRAH WARR URARTE 
P, 3EROH AA H RE GERE, 3492 DD AR EBOR E FEL AR DS 
( 1 ) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变 最 函数 ; 
(2) 在 元 素 边界 上 应 力 表 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 


*212* 


使 下 面 泛 函 〈5.94)》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 郑 为 
弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


1 ! 
M:s- = (de ij oue yes 


— ua )om- $eu(eu boue) 
—ui( lasser) TF.) fav 


uitae erl, —P1)ds 


Sa 


十 J Piwis] (5.94) 


Sonss 
证 明 ， 在 驻 什 条件 下 ， 由 泛 函 《5.94) 式 得 
Mes- {eb Gef DO 
+(ajsga( u, )—0is)ders 
(aisi tP, Jeu. Jav 


+ | ECHTE gel; ;— P,)86u, ds 


BIS. 


4- [ [(a; jr: &xil; — P1 )6014 


ga ns, 


ss 


十 Í J on ertl — PS ]8ut1ds 


TTE, 


2218 +: 


十 [ [Cas ii Exil)? —Pij6uids 
g 


ab 


+ [ [(uq) -(u0J6Pids ]= 0 (5.95) 

Sab 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 出 〈5.95》 式 得 

€i; —bi io r= Ü f (V4) (5.96) 
Qi jkt£xi( Wi )— oi = 0 (Va) (5.91) 
(a; x: £i), j- F = 0 (V) (5.98) 
aiski erili—Pi=0 (S,),(Sas) (5.99) 
£t —ui= 0 | (S,,) (5.100) 
aijr: £xil; —P,— 0 (Si) (5.101) 
g8,—1,— 0 (S,) (5.102) 


由 上述 分 析 可 知 ， 泛 范 《5.94) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 
件 正 是 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 次 界 条 件 ， 帮 在 变 分 约束 条 件 
T, 2E (5.9) 式 实现 驻 值 条 件 的 多 为 弹性 力学 问题 的 近似 
解 。 证 毕 。 
2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 页 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函数 均 为 独立 变量 函数 ， 在 
元 素 边 界 上 应 力 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 〈5.94) 式 
实现 驻 值 条 件 的 应 力 、 位 移 , 应 变 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
3， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 
著 在 元 素 内 部 位 移 、 上 应变 、 应 力 函 数 满足 应 力 应 变 〔〈5.96) 
式 、 应 力 位 移 (5.97) 式 、 平衡 方程 《5.98) 式 ， 在 元 素 边界 上 
应 力 孙 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 注 足 边界 变 分 方程 (5.103) 
式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 妙 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
M 
XD [oos £ilj ui — ui (asser, — P1) |ds : 


a=l1 ‘sg 


+ 274 + 


一 Ir uPids]— o (5.103) 


4. RENMEN (P EE) 方程 下 

(i1) EHEOUEVWEUUE. TE. 17) RRI SE de n: 
数 ， 在 元 蒜 边 界 上 应 力 诅 数 为 狂 立 构造 的 边界 函 获 时 ， 则 满足 
分 方程 (5.95) 式 的 位 务 、 王 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近 
似 解 。 

(2) 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 方程 《5.96 一 5.98) Ks 
在 元 素 边界 上 应 力 阴 孝 为 独立 爸 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方 
# (5.104) 式 的 位 移 , 应 恋 、 庶 轧 殉 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 
解 。 

变 分 方程 为 

E {| eet) orit ya 


T Í [((a;/aea4l1; * — P$ )8u? ]ds 


Sap 


Sup 
A 

ty il CR ES DPA 
e=t`g ns, 


+ S| tn uoort t Qosient;- P1)8uds]= o 
30033 


(5.104) 


5.2.10 余 能 型 修正 变 分 原理 EV 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 通 (4.89) zt, HARE MD AE 8 
. 275 。 


数 ， 可 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. Sti E 

对 回 体 深 统 进行 离散 分 割 ， 把 辕 体系 统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 范 数 ， 愉 待 解 函数 满足 下 列 条 和 件 : 

(1) 在 元 喜 内 部 应 力 、 位 移 画 数 为 独立 变量 天数 

(2) 在 元 素 边 界 上 上 应力 函数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 
EZR (5.105) 式 实现 驻 值 条件 的 位 移 、 应 力 通 歼 为 暗 性 力 学 
问题 的 近似 解 。 


] 
I|- bist Qij CkI 


—ui(o ;;,; Fdo 


+ [oun PDudst [r z;P ids] 
5a 2.085 


(5.108) d 
WEB. (EZSLIÉCORTE Y. (SUE (5.105) 
Mo. =) HIR 3— bie (T 51)80;; 
21 Yo ` 


~ (Tipi HF) õu, ]dv 


十 Il (c ,;1; — P,) uds 
gahsl 

T [ LG lj Pi)8w + (G—u8P114:] 
Sanss 

+ a f J (ea - ?lu?ds 


Satis, 


216 - 


F [ [Co 51)? — Pii6utds 


5 


£ [| ar upeptas] o (5.108) 
Sub 
很 据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 

E uo tn bi Uki—O (V) (5.101) 
c;»j;tPF;—0 (Va) (5.108) 
giji; — Pi= 0 (Sa),(Sos) (5.109) 
uji-iuij-—0 (Sas) (5.110) 
g j l; — P ,= 0 I (Si) (5.111) 
uui 0 (S,) (35.112) 


HERTA, i£ (5.105)yX BUZE 2 2 ks 4E ÉTRCAR TE IE 
JE 9 E J; 2 U00235 AS 8 AETRIKTE. WE 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 Y ! 

车 在 元 素 内 部 应 力 、 位 移 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 
上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 着 数 时 ， 则 泛 责 《5.105) 式 实现 驻 
信条 件 的 应 力 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

3.、 余 能 型 边界 元 变 分 原理 六 

车 在 .所 素 内 部 位 移 、 应 力 函数 渡 足 方程 式 (5.107),(5.108) 
X. 在 元 素 边 界 上 应 力 区 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边 
BEP *ECO.113) 式 的 应 力 、 位 移 函 数 为 弹性 方 学 问题 的 近似 
解 。 


一 p si Pids]= o (5.113) 
FAGER 


4， 余 能 区 域 型 变 分 原理 了 

若 待 解 函数 在 元 素 边 界 上 满足 交界 条 件 〈5.5~5.7) R, 在 
边界 S: 和 Sa 上 满足 边界 条 件 〈5.111).(5.112) RH, WAE 变 
分 方程 《5.114) 式 的 位 移 、 应 万 函数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


X oc g 
> à [i | — bistak 
asl d 

Ya 


-ulon iE Fi) |ee]= 0 (5.114) 


5， 剑 能 型 加 可 余数 (广义 伽 骆 金 ) 方 程 了 

(1) 着 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 聊 数 ， 在 元 
索 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 风 满足 变 分 方程 
《5.106) 式 的 应 力 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

(2) 待 解 函数 在 元 素 边 界 上 满足 交界 条 件 《5.5~5.7) 式 ， 
在 边界 $1 和 5S， 上 满足 边界 条 件 《5.110),(5.111) HEt, WE Æ 
变 分 方程 《5.115) 式 的 位 移 、 应 力 菌 数 为 弹性 力学 癌 题 的 近似 
解 。 


x ~ 


Ei j (ttis —b; i0 xi)6c i; 
6-1 Fa 


-Coss t Fi)SuJdv |= 0 (5.115) 


(3) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 满 足 位 移 应 力 (5.107) 
式 和 平衡 方程 (5.108) 式 ; 在 元 素 边界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 
边界 函数 和 时， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.116) 式 的 位 移 , 应 力 函 数 
为 弹性 万 尝 问 题 的 近似 解 。 


M 
x| (cul, — Pi) nidi + [ (Co ul; - P1)5u: 


#=t's ey ADEM 
89 
+(Gu—wO8pt1Jas]+ Z | [ioo - Pu 
Tant Sa 
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-F(G il ;)* — PiSu + (utut Pp?]ds = 0 (5.116) 


5.2.11. 余 能 型 修正 变 分 原理 V 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.97) R RAA HE E PRR A 
数 ， 可 形成 下 面 各 类 修正 变 分 项 理 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 画 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 国 数 具备 证 列 条 件 ， 

(i) 在 元 素 内 部 上 应变、 位移 函数 满足 应 变 位移 〈1.2) xÜ; 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 变通 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 
(EZR (5.117) 式 实现 些 值 条 件 的 位 移 ,应 变 、 应 力 函 煞 为 弹性 
力学 问题 的 近似 解 。 

M.,-s = HT ug y Gi; (ei; —bisui C i) 


€z15, 
a 


—u(Grseen) s E Fo) do 


+ f| Gassen — Causa 59145 
Sa 


+ Í Z,(a.5siecil; )' ds | (5.117) 


Easa 
WE: ZEER, mA (5.117) 式 得 
M 
aM. em D| [Eo Goa m bueno Oc, 


—(Ca, ixigsi)u + F1) Su; Jdu 


十 i [Caczssiesil; — P;)6u;]ds 


1 
850841 


十 [ [Ca, sie l; — Cassie xil; )? du 


A 
Sense 


Hau) Airerik) jas] 


S5 » 
TM | | LCCa, is €x)" — (aisscexil; )^ )8ut 
BS55-1 Sab 


a eiednl;) —(assirerl;) Jõu? 


4C cuba) Ns] 0 (5.118) . 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
£j bize: Cv 0 (Va) (5.118) 
(aisi Erst F = D (Va) (5. 120) 
uf—u?= 0 {Sas} (8.121) 
rjki£ks4lj —(Gisr ecl) = 0 (S,), (S44) (5.122) 
Qijk) Exil —Piz- 0 (S) (5.123) 
Zic u= 0 (S2) (5.121) 


由 上 述 分 析 可 知 ，、 泛 次 (5.117) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 
条 件 正 是 弹性 力学 的 四 类 方程 和 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 
F, EZE (5.17) 式 实 现 驻 值 条 件 下 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 V 

若 企 元 素 内 部 应 变 、 位 移 函 数 满足 应 变 位 移 (1,2) 式 ， 在 元 
素 边 界 上 这 变 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 (5.117) 
式 实现 驻 值 条 件 的 位 黎 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 


” 解 。 


3， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 V 
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若 在 元 素 内 部 位 移 、 节 变 、 应 力 函 数 满 足 应 变 位 移 (: .2) 式 、 

应 力 应 变 《5.119) 式 及 平衡 方 释 《5.120) 式 ! IRAU ELE 

炒 数 为 独立 构造 的 边界 沙 数 时 ， 出 满足 边界 谈 分 方程 《5.12 引 ) 式 
的 位 移 、 应 变 明 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M [ i 
> ô] [[-4 (ai; s cexili)ui 
@=1 "E. 2 

+ (a;jagsil y— (aui eil)! Ju: lds 


+ [i] Wi Qi eb) ds|=0 (5.123) 
4， 余 能 区 域 型 变 分 原理 V 
若 应 变 、 位 移 栈 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 (1.2) 式 ， 在 元 
素 边 界 上 满足 人 交界 条 件 (5.5).(9.6) XX, TARS: HS: EI A 
边界 条 件 《5.123)、(5.124) 式 ， 则 满足 变 分 方程 (5,126) 式 的 位 
移 、 应 变 、 应 力 画 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


zs: ZU — oess— bi Oi) 


-u (launen) Po o] 0 (5.126) 


5. REBURELAM (Totum m) 方程 Y 

(1) T EE ACE TULONEOE T1 10357301 30 AE 
在 元 素 边 界 上 应 变 函 数 为 独立 构造 的 边界 号 数 时 ， 风 满足 变 分 方 
程 《5,118) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 
解 。 

(2) 车 在 元 素 的 交界 面 上 ， 待 几 肖 数 满足 交界 条 件 (5.5~ 
5.7) 式 ， 在 和 达 界 Si 与 8 二 满足 边界 条 件 (5.123)、(5.124) 式 ， 则 
满足 变 分 方程 (5.127) 式 的 位 移 。 应 变 函 数 为 弹性 力学 门 题 的 
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近似 解 。 
| [ [aiser erly — Pi] šu ds + f KCHDTTDE 


el SEI $5155 


— (ai iii eg)’ )6u; + (Fiu) O(a eet Jas) 


86 
+ > | li [CCacses eil; — (aci eril) )6ui 


Sab -1 Sab 


T (Gags erly — (aije ET y Jòu} 
——— -4(utf-ui)é(ai;x edd, Mis]- 0 (5.127) 


5.2.12 余 能 型 修正 交 分 原理 VI 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 《4.1086) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 孙 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

T. 变 分 问题 

对 国体 系统 进行 离散 分 害 ， 把 固体 系统 分 割 成 为 有 限 个 元 素 
之 和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 效 ， 当 待 解 柚 数 具 备 下 列 条 件 : 

(1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 《4.3) 式 ， 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 变 函 效 为 独立 构造 的 边界 函 数 时 ， 则 
BTUISSTENRI UE. 应 变 、 应 力 通 数 为 弹性 力学 问 
题 的 近似 解 。 


LM i NE 
Me -se 一 》 [人 asesre-eseolas 
ar - 
[uto sti— Cuncti Jas 
S. 
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T Bil Qk ee) | (5.128) 
84082 
证 明 ， 在 其 驻 值 条 件 下 ， 由 汉学 《5.128) 式 得 
M 
àM. - = > Oa 6808; 
3 


十 [ (oil; — P )6u ds 


sans, 


+ | Bitti ökar)" 


e 
faïa 


T(ol;—(ai;sitxil)) )5udJds] 


so f 
+ E | [Eotlan dus 
Bop lg, 


+ (Coit)? —(aijkiexil; you: 


Ft —uDCuned y Tis |=0 (3.129) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


Biyri ori—ei;= 0 (V.) (5.130) 
Gis iki Eu Í Us == Ü > (Va) (5.131) 
Cizl laije UY = 0  (S,),(85,) (5.132) 
ugut = 0 (5.133) 
gil; — Pi 0 (S1) (5.134) 
至 :一 了 ic D (S,) (5.135) 


由 上 上述 分 析 可 知 ， 泛 聊 《65.128) 式 的 变 分 条 件 与 变 分 约束 条 
件 正 是 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 企 变 分 约束 条 件 
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下 ， 泛 画 〔〈5.128)》 式 实 项 驻 值 条 件 的 应 力 ,应 变 、 位 移 莫 数 为 弹 
性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 姿 分 原理 

车 在 元 烷 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方 积 (4.3》 式 ;在 元素 边 界 
上 应 变 冰 数 为 在 边界 .上 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 使 泛 函 (5.128) 
_ 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 通 数 为 弹 竹 力学 问题 的 近似 
f. 

3. SRAEXEID RE TCCE AY HUR VI 

若 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方 称 〈4.3) R 应 力 应 变 
(5.130) 式 . 应 力 位 移 《5.13:) RAJTHA MARA I 
立 梅 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.136) REHEB, 
应 力 、 称 变 关系 式 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


Zal ul (oil (arrels) Jus ås 
E ] 


一 j Wi Cac uiii) ds |= 0 (5.136) 
I 
pec 
车 在 元 素 内 部 应 妃 函 数 满足 平衡 方程 〈4.3) 式 ;在 元 案 边 界 
了 :满足 交界 条 着 〈5.5 一 5.7) 式 ; FURS tS, HWE AHA 
# (5.134),(5.135) sk, MEESI (5.137) RHR, 
应 力 函 数 为 弹 竹 力学 问题 的 近似 解 。 


rs simon oues du] o (5.131) 


5. ski nbURM (P Xun Q) 方程 让 

(1) 著 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (4.3) zŠ; 在 元 
素 边界 上 应 变 范 数 为 独立 构造 的 达 界 画 数 时 ， 刚 满足 变 分 方程 
(5.129) 式 的 位 移 、 应 变 、 上 应力 葡 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
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(2) 车 应 力 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (4.3) 式 ， 在 元 
素 边 界 上 满足 交界 条 件 (5.5—5.7) X, EUAS, BIS, F 满足 
边界 条 件 〈5.134) (5.035) IU RE m EAR; E (5.138) 式 
Hp. MAR. Ea EY RTE J SE [e] RE FE] EC 88, 


x | ftre 


8-i rad 


t (oi— Gijkigel(níi))68:; Mdv]- 0 
(5.138) 
(3) # EGB AR PHIE E E QS EEEE (4.3) SX. T 
WU (5.130) 式 , 应 力 位 移 (5.131) 3 XLI EU. 变 PB 
WO hr aki HU ERNI, Dsum tak 4 Jp R (5.139) =Š 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


| [ (ail; — P )6u ds 


a-1 
8418, 


+ f [(2;— ui laien 


LL 
SaNsy 


TG il; Sau vids] 
J 


£p I 
ty f] CCCo I] Y* — laizke)" us 


Ss557llg,, 
* Gorilb)* —-(aiieil;Y)ou? 


Ci DB Gassen)" Jds |= 0 (5.139) 
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85.3 有限 变形 弹性 力学 的 
修正 变 分 原理 


基于 古典 与 广义 变 分 原理 的 泛 函 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函数 ， 
在 元 素 交 界面 Sec L S: s RESEPA ELI EAE NRARAR (AREE 条 
件 )。 对 有 限 变形 弹性 力学 问题 ， 待 解 承 煞 满 足 的 父 界 条 侍 为 
(1) 位 移 连 续 性 条 件 
Wt—u?= 0 (Sa) (5.140) 
(2) 合力 连 综 性 条 件 
[o (B eb uel; Hlos stue i; 5 = 0 
| (Sos) (5.141) 
在 离散 分 析 过 程 中 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 聊 沙 的 基础 上 ， 解 决 
有 限 变形 弹性 力学 问题 时 ， 待 解 肖 数 在 满足 有 月 限 变 形 弹 性 力学 的 
下 类 基本 方程 的 合 时 ， 还 必须 满足 交界 条 件 (5.140),(5.141) 
式 。 


5.89.1 JEFES HE I 


基于 古典 变 分 原理 的 泛 鲨 (3.29) A, GIU AO BE XETTUL ISI 
前 分 ， 末 用 分 片 构 造 待 解 淆 数 ， 当 位 移 函 数 在 元 素 交 界面 上 不 连 
续 时 ， 为 了 保证 连续 性 条 件 (5.140) 式 , 采 用 拉 氏 屁 子 法 将 变 分 
约 末 条 件 (5.140) 式 导 入 泛 函 (3.29) AP, AER (3.29) 
站 增 训 修正 项 ， 即 


Ai(ut —ul)ds " 
I | (5.142) 
ATERT Ai PEERS R BE EHR, 
1， 变 分 问题 
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对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 周 体 系统 分 蛮 成 右 限 个 元 素 之 
利 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 构造 的 待 解 函数 具备 ， 

(1) 在 元 素 内 部 ， 满 是 应 变 位 移 (1.15) =Ñ; 

(2) 在 边界 S。 上， 满足 位 移 边 界 条 和 忻 (1.23) 式 ; 

(3) 在 元 素 边界 面 上 ， 应 变 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， ` 
则 使 下 面 证 机 《5. 143》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 函 数 为 有 限 
变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


Mss Y (li [Aei) - P ua ]do 


inge! Puas] 


v 
Sa É 


E Y ] eim | (5.143) 


gas" lgo 
其 中 Ates3) 为 {1.26) 上 成 ， 取 拉 氏 莱 子 
Ae 2^ CI 
证 明 : TESEÍRARÁE F, ZE (5.143) R 
M 
60M, i= xf - [25 ertu P, Bude 


nu 
E D LFU 

LP! ge:; 

fa . x 
2$ (Da (25 rtu) Jetds 

Sap o, 9ei; 


+ [bsc QA enmt) Jte 


t 2877 


一 (axias|- o (5.144) 
Sab 
WREE RERE SM, í 得 
bes A Ortu) +F=0 (Ve) (5.145) 
g$ — b= 0 , (Sa, ) (5.146) 


a (2 MOLIS jl) =0 (Sa) (8.147) 
at (BA uerunt) me (Sa) (5.148) 


P,—. 2^ (5, ds) l=0 (31) (5.149) 
Jeij 


BpEXRARMEDuDAN, A (5.143) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约 东 
条 件 正 是 有 限 变 形 弹 性 力学 的 下 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 
分 约束 条 件 下 ， 使 泛 函 《5,143) SXOCHLBEIR AR UE HO LEE. V REIR 
数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 I 

若 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 《1.15) 式 ， 在 边界 5， 
上 满足 位 移 边 界 条 件 〈1.23) R 应 变 函 数 在 元 素 边 界 上 为 独立 
构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 画 《5.143) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 
应 变 衣 数 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

5.3.2 势能 型 修正 变 分 原理 [ 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.138) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 和 解 函 
OD LL 
， 变 分 问题 
Mu apupa NT 
之 和 ， 并 洒 用 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 当 待 解 函数 满足 下 列 条 件 ， 
(1) 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 在 元 素 内 部 为 独立 变量 医 数 ， 
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(2) dc XX Ex. WE ISMCA GERBER XE 函数 
时 ， 则 使 下 面 泛 函 (5.150) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 
画 获 为 痛 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


I Mai (face -pe 


wal ^ 1 1 
s Houtt (es ue yn 


—-b uetus) jao— fi Pi(u,—u)ds 


5, 


一 p, Butas | 


sanS 


(5.150) 


 HUBRACeuYN 0.26) Ñ 
TA, ERRET, mE (5.150) 式 得 


sss YT z(rs- Suns Sade 


us, TEETE 


3" 

一 (es 一 十 ws 一 unc puedes doas 
(Gern JA i lnti), +P,)šu, Jav 
=i 


f[esceosresri- (hott 24) 


(Sri us, ly jou, Jas 


- j | Gu — DS PE (Pk PLA 


Sans, 


+(Pi-(;: ou! 5 ^ xc ms oD Jus las 
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" | [(uy—mo8pi+ +(P;— (3 Lade: L^) 


ais, 2 geij 
Gui unl; ) Jew |a jel- 0 (5.151) 
Hope AU mS. LAP õu ARK 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


_3Ale:)_ 
cu ug i (Va) (5.152) 


€i; 一 puer— E Hk, (uk. i = Ü (Va) (5. 153) 


G3 (ro 2^ Je us, D), +Fe=0(Va) (5.154) 


ur — u= (S1) (S2), (Sa) (5.155) 
Pi-i (+ 9^ )xcueoli 79 (S1) (S2) GO 

I (5.156) 
P.—P£-—0 (S1) (5.157) 
Wk. =0 (82) (5.158) 


BERTA, E (5.150) 式 的 变 分 条 件 正 是 有 限 变 形 弹 
人 性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 性， 故 泛 函 〈5.150) 式 实现 驻 值 
条 和 件 的 解 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 及 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
XU ISI. BUE REOR MOLDE LR ROC BE, DU Ë ZZ š 
(5.150) SU ScHUIE LB Ae PEBU CLER TERENE EREK 
性 力学 问题 的 近似 解 。 

3. 势能 型 边界 元 效 分 原理 I 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 及 应 力 函 数 满 足 应 力 位 移 (5.152) 
式 、 应 变 位 移 (5.153) 式 及 平衡 方程 (5.154) sü, 在 元 素 边 界 
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上 上 应力、 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 注 足 边界 变 分 方 
程 《5.159) 或 的 位 移 , 应 安 、 应 力 函 数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 
"HE OL N 

xi [caupe (i= 24.0» 


&-1 8. 
+ uni)ly Jöns Jas 


一 (ux u£)8P£--(P&— Pi)us 


S468] 


*(pi- 2^ (ae 十 OL Jšus às 


一 I [ia ui)oPi + (Ps~ 9A (Ops 


sas 9e 
Fuss je Jas] (5.159) 


4. SERRE (F Xin S) 方程 了 

(1) GHEGUEWBDLER. RO. AHAAA Ph iy RR GS 
在 元 素 边 胸 上 ， 应 力 、 伺 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 通 数 时 ， 则 满 
足 变 分 方程 《5.151) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 毅 数 为 有 限 变 形 镜 性 
力学 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 位 移 、 上 应变 、 应 力 冰 数 在 元 天 交 界面 上 满足 交界 条 件 
(5.155).(5.156) 式 ， 在 边界 S1 与 8S* 上 满足 边界 条 件 (5.157), 
(5.158) 式 ， 刚 满足 变 分 方程 (5.160) 式 的 应 力 、 应 变 、 位 移 
函数 为 且 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
u Ge 


g=1 Fa 
Lust 1 UT Hpoj ))ses 
2 2 | 
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UNA T 1 1 N 
T euT ET uM quee Joris 


-(G (out 3 aeo + Pa)aus lav}= 


(5.160) 
5.3.3 劳 能 型 修正 变 分 原理 III 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 《4.138) 式 , 但 采用 不 同 于 上 节 中 

ME 从 而 形成 下 面 各 修正 变 分 原理 。 
. X29 

“y Sasa Ñ TARAH, MARRAIRE BAER 
4d, 3PUB 2E FEDERER ESL, i RAM ETIR E: 

G) 位 移 , 应变、 应 力 函 数 在 元 素 内 部 为 独立 变量 函数 ; 

(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
WAE FEA (5.161) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 , 应 变 、 应 力 函 数 
为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M, - 3 = -Se Fruk 


EE E 
E sut. fij 9 nd gt 
1 
ur Men [ona LG —ug)ds 
Sa 
一 i Pautas | (5.161) 
Sghs, 


其 中 4(eii) 为 (1.26) 式 。 I 
ER: 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.:61) xm 


M 
Š = end aa [Y 
9Ms.a-a xmi 7 fou- ades üt; 


&zl1 
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Hoyt uestes ))5es 
2 F, 
—I (esm luni llusi l- ur Tn jac 
E, 2 , 2 íi 2 si uu 3G ij 
-(( (e+ E MICI + Fe) oia fav 
2 i / 
- f [0a CECI 
Sans 
1 
nn 


-— I | Gur—as)8( oi Dict Un, ot)Jas| 


8458, 


- Y Ul RT —u$)9 (ortun) 


Sop=l s, 


GR ui ð oslu usi) 
t ((oistsicrus OU) + (Sirit uns OL) ) 


` šullas=o f (5.162) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


04 Uss T T M im (Va) (5.163) 


2 
vu 79 C (Va) (5.184) 
(glout 82 JOnt unr 9), TÉ&SO(V.) (5.165) 
ug—ugj-0 (51), (Sca) (5.166) 
uk- u=0 (Si) (Sas) (5.167) 


(Gi (Oxidus i) (ois Ört uri)l,) 0 


(Saa) (5.168) 
203 * 


Pe— oil rit ug il;-0 (S,) (5.169) 
Uk—üx-—O I (S2) (5.170) 
HERTA, ZR (5.161) AR BE AR Eb iF E 8 REKATE 
233: [e] RBS] pu 2I kc y e 3 VAR t k AZ eR (5. 161) SELBE (RE 
APR BS 48. IAE Lp JH RO A FR ETE DR hl: 73 5E aa REIS EE 1 88, 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 页 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 孙 数 为 独立 变量 函数， 站 元 
素 边 界 上 位 移 滑 数 为 独立 构造 的 边界 函数 半 ， 则 泛 酌 (5.:61) 式 
实现 入 值 条 件 前 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 有 限 变 形 漳 性 力学 问题 
的 近似 解 。 
3, 势能 型 边界 元 变 分 原理 机 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 项 数 满足 应 变 位 移 (5.163) 
式 、 应 力 位 移 (5.164) A FEDE (5.165) 式 + 在 元 素 边 界 上 
位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 刚 满足 十 面 边 界 变 分 方程 
(5.171) RERE., WE, EIRAB O AREER ENA m EE 
的 近似 解 。 
Yi || Curu toset ue DU) 


"21.8508, 


TOP — oil rtur ld lds 


一 Í [ursula Cn ra OL s | 


s, s 


一 Y J Kug uio Co ss( 6xcd wps Yh)? 


BSab^l's 


+(uz—uk) (ol Ori ua (0b? 


T Gris( xi ursi); (oi drtt uk 1 3 IET js- 


(3.171) 
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4， 势 能 型 加 权 余 数 〈 广 义 伽 略 金 ) 方程 下 

若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ;在 元 素 
边界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.162) 式 的 位 移 , 应 变 、 应 力 函 数 为 有 限 变 形 弹 性 力学 癌 题 的 
近似 解 。 


5.3.4 3434 E y 2 8 IV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 孙 (4.146) R, RH AT FIDE CER 
可 以 形成 下 面 名 类 修正 变 分 原理 。 

ME LI 

对 团体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 男 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
并 采用 分 片 构造 待 解 柳 数 ， 当 待 解 函数 满足 ， 

(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 为 独立 变量 函数 3 

(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构 阁 的 边界 酒 数 时 ， 
财 使 下 面 泛 函 《5.172) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 函 数 为 有 限 
变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 | 


M... = P| [Ato Pius 


E 


E 


Va 
_ 22 f EE FPD ES, M ] 
“re eii 9 t phi Iwan; dv 
-] BÅ (ntur (uk— ui )ds 
g atit 
一 li Pautas) (5.172) 
Sany 


证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 〈5.172) 式 得 
s... X LIE (Z nire), 2) 


=1 Y 
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1 H 了 93 ] 
—[leij— ui, —Wjhi—-— i18 v 
( 8— 617 Hsi 5 ITI ) D » d 


— [ u 324 (Ört Uri)ls 


E ası 


T (P.- 25 (Onua ls eut Jas 


- j | Gaio ( 24 S (Bid un i)ls 2 


$4035 
= y | II [e aug) » (34 Ont undt) 


iub d 
Sab iissa 


+ ui ( 9 A (u+us,)U ) 


(25 (iba) T (84 antud) ) 


` uias] I (5.173) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
[25 (rst unm) | Pa (Va) (5.174) 
eiy 一 Quer uni Ukatik |= 0 (Va) (5.175) 
ug- u= 0 (S, Go) (5.170) 
ul—ui-o ($1).(Sa, ) (5.177) 


aA (aL. |J af 3A Z 
A (Ontur DL HRA aee ou] 0 
(Sa) (5.178) 
Pa 25 (tus) =0 (81) (5.179) 
uk- x= Ü n x (S2) (5.180) 
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HERTA, ZA (5.172) 式 的 变 分 条 件 和 一 般 约 更 条 件 
正 是 有 限 变形 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 MEG 
(5.172) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 , 应 变 和 应 力 函 数 为 有 限 变形 弹 
性 力学 问题 前 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 蛮 分 原理 站 

若 在 元 素 内 党 位 确 、 应 变 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 
土 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 轴 刘 使 泛 函 《5.172) 式 实现 
驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 为 有 限 变 形 强 性 力学 问题 欧 近 似 解 。 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 了 

若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 满足 平衡 方程 《5.174) 式 、 应 
变 位 称 《5.175) 式 3 在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函 
数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.181) 的 位 移 ,应 变 函 数 为 有 限 变 
形 弹 性 力学 问题 的 近似 解 。 


M 


3 II [cuo PE tanit uad ) 


&z1 Sai 


十 [en 2^ (8s, Tui) Jòu; las 


+ [ [Ga cine (4 6g: 二 ux, oL )|as às) 


x dg 
十 Es : escis (2e. )l; ) 


Gt-ape( 94 -Snr uk, 20 
uM 
+2 (ritur) Y )8ut Jas}=0 (5.181) 


4. Ii DEI dGemEA BES) HEN 
f + 297 。 


(1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 为 独立 变量 函数 :在 元 素 
边界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.173). 式 的 位 移 、 应 变 函 数 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 的 近似 
解 。 
(2) 在 元 素 边 界 上 , 待 解 函数 满足 交界 条 件 (5.176 一 5.178) 
式 ， 在 边界 S: 与 S* 上 ,满足 边界 条 件 (5.179).(5.180) 式 时 ， 
则 满足 变 分 方程 《5.182) 式 的 位 移 ,应 变 函 数 为 有 限 变 形 弹 性 力 


学 问题 的 近似 解 。 | 
xÍ W[- (eo drm am La r)o( 24 ) 


- (S Chorus) ; EDT (5.182) 


5.8.5. 势能 型 修正 变 分 原理 V 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.153) 式 , 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 译 理 。 

1. S4 

对 辐 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 四 体系 统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 函数 具备 下 列 条 件 ， 

O) 在 元 素 内 部 应 变 ,位 移 函 数 满足 应 变 位 移 〈5.175) 式 ! 

(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 郴 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
使 下 面 泛 冰 《5.183) 式 实现 驻 值 菜 件 的 位 移 . 应 变 、 应 力 泛 函 为 
有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

Maa s= E| [Ace rejas 


d: (c 25 ) (But usi) (un— ui )ds 
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一 [ Pruias | (5.183) 


其 中 4A(et) 为 〈: .26) 式 。 
W, TEREIIRÓE T. BZA (5.183): 08 


OM na «Xll: -ou)ses 


1 ya 
一 (人 (cot+ esta 2). + Fr)ous Jav 


- f [x «ie ( (o 25 ctus, 25 


FAGEN 
*(r.- | yeta * ri us )l; T jas 
- emm ez) 


(C BupEuau)ls jas] 


RE | [ | Gui uz De (234) 


LIRE 9 
` Crit ue )ls ) 
Gi -ut( irt aeree) 


(ord gn) 


a sie cred) el 
(5.184) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
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ga =o (Va)(5.185) 


( (eof 总 -二 A). lus, 0). +F,=0 (Va) (3.186) 


ug— Hugo 0 (Si). (San) (5.187) 
u&—uj-0 (S1) (Sas) (5.188) 
1 Jå 

上 (vct 35 MICI on 

eso 2 MICI D| =0 (5.189) 
p. — ! .| 94 $us ETIN E 
Ph Hos - 9A JG +u Ob=o ($1) (5.190) 
Uk-— HR . (S) (5.191) 


H EXBARUDREAD. E (5.183) AEIR AREA 约 ui 
条 件 正 是 有 限 变 形 弹性 力学 的 下 类 基本 方程 及 交界 条件 ， 故 在 变 
分 约束 条 件 下 ， 使 记 郴 《5.183) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 
应 力 沙 数 为 有 限 变 形 弹 性 方 学 间 题 的 近似 解 。 证 毕 。 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 Y 
TROU 1985. QUERENS EE ERRI (5.175) 
A 在 元 素 边 界 上 ， 人 位移 函数 为 独立 构造 的 这 界 帅 莽 时 ， 使 泛 赴 
《5.183) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 务 、 应 变 、 应 力 栈 数 为 有 限 变 尼 漳 
性 力学 问题 的 近似 解 。 
3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 Y 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满 足 应变 位 移 (5.175》 
式 、 应 力 应 变 (5.185) 陈 及 平衡 方程 (5.186) 式 ， 在 元 素 边 异 
E, WBRA EEBVIS EE, Wl ETRAS ZR JD 
(5.192) 式 的 位 移 、 应 变 , 应 力 函 数 为 有 限 变 形 弹 性 力学 门 题 的 
近似 解 。 
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985 


>u gi | Cui —uiyo(3- (ro 25 2A. 3L ou 


S ` 
$071 Sa, 


*Gi-spe() 3 C rs Jets ot) 


*((3 (z + 3 Gut uml ) +( (oka) 


NOTES wn) Joui Jas} 
At 


2» | [Cimu ($ (oirt 25) Gum ot) 


#=l1 ss c 


-+ 


(Pe~; l foist Lu ^ Vör trun) )oug las 


+ [fem (a+ 24) 0s t iib) fas jo 
(5.192) 

4. Lippi ex IE E 

G) GERE [LEE IQ TVAE (5.175) KATRA 
界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 通 数 时 , 则 满足 变 分 方程 (5.184) 
式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 通 数 为 有 限 变 形 弹性 力学 辣 题 的 近 人 位 解 。 

(2) EWKA i D 待 解 函数 满足 交界 方程 (5.180 
5.189) 式 ， 在 边界 51 与 $5, 上 满足 边界 条 件 (5.190),(5.191) XX 
盯 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.193) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 
有 限 变 珍 弹 性 力学 问题 的 近似 解 。 


x ( 35. —0s) des 


~-((3 (eut 95 JGsctuen)). REDIT je] = 
| (5.193) 
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5.3.6 势能 型 修正 变 分 原理 VI 


基于 广义 变 分 原 再 的 泛 函 《4.186) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 
函数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
1. SEA IS 
XUL XR HE METTRA E, Walk ZR Bk P URA RADR Z 
T, 3305 AO Ju 4k n C, s RETE GEL UE, 
(1) :cocX a p s RUE 857; 8 
[3 (c 9 rene]. +Fi=0 (5.184) 


(2) ETRA LP 73 Pa Sk S H2 E RCM, 
jf Fue (5.195) RRR AR AE BU BEER EAE. LATERI 
为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

型 
Mana-s = » E L cue ot 24 -) 


=l géi: 


(° hr iti R J ) iv 
2 


=l Gir aA A) Ortun, i)l; Jees | 


十 T Prada, (5.198) 


Sg S5 


dur. 在 驻 值 条 和 件 下， 由 泛 函 (5.195) i 
A(eis( us )) 
Mna- pa : n MS 


071 gei 


— 1 (es Le us i—1- un tsi JBoss leo 
p | Fi- i (eoe 35 ) Gne Os Jewias 


8 1n3j 


2 


| 一 H (e 9^ 1) Ore ns Ol Jour 


Easg 


d 


- flee zt 


emn) i (Long) 
* (Brit wp,s ls y Jeu uj 
Gi -upeps as]- 0 (5.196) 


BERE EERE, 48 
ƏA(ei "i » 


ae (V4) (5.197) 
1 I 1 

64— 677 S Ub y bis 10 (Va) (5.198) 

u,—ut-0 (Sa) (5.199) 


Pi- [S (out fE) ntun) ] =。 
(S$1),($,,) — (5.200) 


p;-11( (a+ E )n- Fus, d| =0 (Sas) (5.291) 
P.— T (o mE ups (Si) (5.202) 
uk— xk (S1) (8.203) 


B.E PIA, GAP (5.195) 式 指 变 分 条 件 和 变 分 24 
条 件 正 是 有 限 变 形 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 放 在 变 分 约束 条 
(ET. EZE (5.195) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 详 力 函 数 
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为 有 限 变 形 弹性 力 党 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 区 

车 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.194) 式 ! 在 元 素 边 
界 上 位 移 淆 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 菠 《5.195) 式 实 
现 驻 信条 件 的 位 称 、 应 变 、 应 力 通 数 为 有 限 变形 弹性 力学 喇 题 的 
近似 解 。 

s. 势能 型 边界 元 变 分 原理 出 

若 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (5.194) 式 ,应 变 位 黎 

(5.198) AREJEE (5.197) 式 ;在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独 

立 移 造 的 边界 函数 时 ， 叫 渡 足 边界 变 分 方程 《5.204) 式 的 位 移 、 
应 变 、 应 力 函 数 为 丰 限 衬 形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M F ` 
| I | PL (out E) (nus Jeusds 


emre nay" < 
+ [[ [(Pi— (v $4) Ontur) Jou 
Sans. E 


(Qi i)8b; |as} 
) 


85 
-YE | [| [cuz «Dep; 


S. 5-t LAM 


+ (Pi-(S (out pE) ntun) šu; 
*(Pi- (3 (eos 22) cene t) ont Jas |=0 


(5.204) 
4. BE S mi KK (P x ERO HAN 
(1) BARRARI AEOS EENE (5.194) 式 ; 在 . 
元素 边界 .上 应 为 省 数 为 独立 构造 的 边界 滑 数 时 ， 则 洲 是 衬 分 方程 
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(5.198) 让 的 位 移 ,应 变 、 应 力 画 数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 
近似 解 

(2) 若 在 元 素 内 部 应 力 函数 涌 足 平衡 方程 (5.194) 式 ， 在 元 
来 交界 而 上 待 解 函 数 滞 足 交界 条 件 (5.199~5.201) 式 ， 在 边界 5， 
与 Sa 上 满足 边界 条件 (5.202)(5.203) 式 ， 则 法 足 变 分 方程 
(5.204) 式 的 位 移 、 应 力 、 应 变 函 数 为 有 有限 变形 给 性 力学 问题 
的 近似 角 。 


x ƏA(ej Qu. 
E 


— > (oo 一 uij— JT unites Jec«]es] 一 0 
(5.205) 


5.3.7 余 能 型 修正 变 分 原理 I 


基于 古典 变 分 原理 的 泛 函 (3.37) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 
剖 分 ， 采 用 分 片 攀 造 待 解 函 数 ， 当 在 元 素 内 部 构造 的 待 解 函数 不 
满足 合力 注 续 条 件 《5.141) 式 时 ， 为 了 保证 合力 的 连续 性 条 位 成 
立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约 末 条 人 忻 (5.141) 式 导入 泛 函 (3.37) 
式 中 ， 在 泛 孙 中 增加 了 修正 项 ， 即 


[Í At [Coss(Bas- us :)L)? HT Or dus: ly) Jas 
Sab 


(5.208) 
从 而 形成 了 余 能 型 修正 变 分 原理 I HZA. 
1， 变 分 问题 
对 男 体 系统 进行 离 版 分割， 把 固体 系统 分 寡 成 有 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 通 数 ， 当 构造 的 待 解 函 数 具 备 下 列 条 
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(1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1.14) Xs 
(2) 在 边界 S$: 上 满足 边 男 条 件 〈1.22) zŠ; 
(3) 在 元 素 交 界面 So* 上 合力 连续 性 条 件 〈5,141) AR D 
满足 时 ， 
则 使 下 面 泛 范 《5.207) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 移 ,、 应 力 耳 数 为 有 限 
变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
Mas -1 一 Xf [nte i url 


as1 Va 


一 [ porc Coast] 


SaNsso 


86 ` 
| asttous Onit uani) Gad e *] ds 


= c 
a5 Sab 


(5.201) 
其 中 Ba) 为 (1.29) 式 ， 对 为 交界 耐 See 上 的 拉 氏 乘 子 。 
WRA: EHRT, BEP (5.207) 式 得 
" 
$M,.,— x: aB Bc ET uis iur ðo 


ait 395 


Tus, ribus; do 一 III Trlr Òr tH uni)ls)ds 


Basa 


- [15s n us i)ls) 


touGbscbussbSA Jas] 0 
因 具 有 变 分 约束 条 件 ， 故 有 


M 


{fu (Til Oritur) ),; dv J 


G=1 V. 
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M 
=>}, fe — ts, Opit us, s JÖT — Ho du 5 ]dv 
2-1 Va 


十 |a (eu Crus Dto)as]e 
lap dH, dH 
M no- = xU ——— y Gauss 


4-7] 


Tud) [Bodo 


Il (üs—us)6 oos OLdas | 


8608, 
8, 

Él {er un atr 
Bp Sab 


+ (gidriturs)ls)? J8A13s 


于 [ [(A$ —9 8C ou Bid DL )° 


Sab 


T(Ai—ul)8 ( pM asa Ol »asj-a 


(5.208) 
根据 变 分 法 的 基本 引 理 ， 得 
258. —] (usrkuschussa,a)=o (Va) (8.209) 
#k—uk==0 f (S3) (5.210) 


(Oil ðr tur la) + Cru Drt ux s)05)" —0 
(Sas )} (5.211) 
8 一 2 一 0 . (Sar) (5.212) 
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Ag—ug-0 (Sas) (5.213) 

综 上 所 述 ， 泛 函 (5.207) 式 的 变 分 条 性、 变 分 约束 条 性 利 一 
般 约 来 条 御 正 是 有 限 变 形 弹 性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 
帮 泛 函 〈5.207) 式 在 变 分 约束 条 件 焉 ， 实 现 驻 值 条 和 件 的 位 移 、 应 
方 函数 为 有 限 变 形 弹 性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 I 
| (0). 3462638 PO (5 EROR EE FR IE (1.14) REA 
界 上 满足 力 的 边界 条 件 〈1 .22) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 引入 独立 人 参 
量 4 和 时 ， 则 使 泛 通 《5.207) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 AN 
有 限 变 形 弹 性 力 党 问题 的 近似 解 。 f 

(2) 车 待 解 函 数 在 元 素 内 这 满足 平衡 条 件 (1.14) REL 
界 上 渍 足 力 的 边界 条 件 (1.22) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 ， 令 

Ar—ui (5.214) 

即 在 元 素 交 内面 上 独立 构造 位 移 函 数 为 边界 丽 数 时 ， 则 使 泛 摧 
(5.207) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 物 、 庶 力 函 数 为 有 限 裤 老 泣 性 力 党 
问题 的 近似 解 。 


5.3.8 ” 余 能 型 修正 变 分 原理 [I 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 柚 (4.204) 3X. RH y Hr TL fy E R 
数 ， 可 以 形成 下 面 备 类 修正 变 分 原理 。 
l IE LI f 

对 可 体系 统 进 行 离 散 分 制 ， 把 固体 系统 分 制 为 有 限 个 元 索 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 秀 数 ， 当 构造 的 待 解 画 数 满足 下 列 条 


(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 , 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 
(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 、 应 力 枯 数 为 独立 构造 的 边界 函数 
Hj, 
Wd: pui: (5.215) zRSEXLEE[E 2& ERTE JAE, pz J SRL 
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为 有 有限 空 形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
M 


Ma, -2= =I > Cij8i;d- Les(es- B) 


ú= tv a 


T y TTE ( Jtn ( (FE Ortun) 


+P,)| lG; (234 (retur, JL; — Pt)utds 
一 [ mpPias| (5.215) 
Sas, 


其 中 A{ess) 为 《1.26) GÑ; B(oo)N (1.29) 式 。 
证 明 : ARARAT, HRZGE (5.215) xf 


NM 。，. :一 s MICRA 


&71 Va 
9A ,~ = a 
f + (327. (atus) ,十 了 ja 
] E 3?A : 
(co 3 (ue jg Ei ag 2,96 ]ao 


5a 


HO nU: 2A. (ritun ils ) Jas 


= AL. [Ge ; Oritur, D Zr 


cTu$—mus)8 (Alant urs OL) |as 


== J digg tus DLP ;)5u; 


FO ui) (2 (britus) 


t G»upoP; Jas |-o 


Hp fe IESUS. EuzóP PA BIN, 
根据 变 分 法 某 本 引 旺 ， 香 


JB _ 
eij Jon Y (Va) 
(24 C) +P,=0 (Va) 
gei; T 

i 2A. 
Tis g trtuboictue asa), ae; 0 


利用 (5.217) 式 ， 上 式 可 变 为 


l 1 1 
ei DU Wink Hk j=0 (Va) 


Huk —ur=0 (S,),(S.),(S.) 

2^. (rtu Pt (S,;),(S.) 
eii 

JÅ (ss 十 xD 一 下 = (S51) 

dess 

ür— uz =0 (52) 


(5. 
(5. 


(5. 


(5 


.216) 


.223) 


BERSA, E (5.215) RHE ZR "EX TIR EE 
弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 故 泛 函 【5.2415) 式 实现 驻 
值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 近似 


解 。 证 毕 。 
2、 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 了 


区 位 移 、 应 变 、 应 力 琢 数 在 元 素 内 部 为 独立 变量 郴 数 ， 在 元 
RUR Er. BD) GCBO OT Ee IS Rb. MU $E ¿Z d 
(5.215) ARMEE RPR DLE DAE. ARARE REE 
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性 力学 问题 的 近似 解 。 

3， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 I 

若 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 应 力 应 变 〔〈5,.217) sS SE DES 
(5.219) A, 平衡 方程 (5.218) zü; ERRUR EMH. MI 
KAIR ERAR E Yeu], MAEAEA (5.224) 式 
RRR. MERE. NPJJRAGÉCACÓ R EER J 215 EL EU XE Eo 
Di H Lon (Srst ui ls— PE )Sus 


@=1 
it we (25 (i-us OL) fas 

| (JE Cou oti P. Ou, 

Al. Jeij 

sasl 


(ui—ue)d (25 erue ot) as 


| [u que du Piou 


Bag 


— 


+(uš-—us)Š (JE Ortuno) 
+(m—uDsp;|as]=o (5.224) 


4. BEDE $Ë (F XE) 方程 了 
(1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 
在 元 素 边 界 上 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 注 足 变 
APP (5.216) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 有 限 变形 弹性 力学 
问题 的 近似 解 。 
(2) 车 待 解 函 数 在 元 素 边 界 上 满足 交界 条 和 首 (5.220). 
. (5.221) Rs 在 边界 S: 与 Ss 上 满足 边界 条 tk (5.222).(5.223) 
式 ， 则 满足 变 分 方程 《5.225)》 式 的 位 移 , 应变、 应 力 亢 数 为 有 限 
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— 
EL |eij— LT 


po cH LIT 


/二 DUE ij = 
+(co 一 3 lui IT Uji itur, iMx, DA aes; Jee 了 n 0 


(5.225) 


5.3.9 余 能 型 修正 京 分 厌 理 [II 


基 证 广义 变 分 原理 的 泛 柄 《4.204) 式 . 采 用 不 同 于 上 节 分 片 
构造 的 待 解 冰 数 类 ， 从 而 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 354 i E 

xj px E Bir HEATED, BERRADA RZ 
和 ,并 采用 分 片 构造 待 解 函数 , 当 构 造 的 待 解 函 数 满 足下 列 条 件 : 

(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 , 应 力 瑞 数 为 独立 变量 函数 : 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 使 泛 函 《5.226》 式 实现 驻 值 条 什 的 位 移 、 应 变 、 应 力 隐 数 为 有 
限 变 形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

Ma, ~a = E I ionen you(eu— DP) 
+š urie a m 24 hu J( (4 
v (òx; sss F2) jv 


I JA 
al es, (òrt usi); — P. £)usds 
a > 


一 [ Pis | 
其 中 4(ei) 为 (1.26) 式 ! Bo 为 (1.29) 式 。 


M n 
OM s, -a E Mie- ML 


(G5 (Öri we). joue 


JÀ 
t(ru- ; CE 


= BA (s = 
IE (Ori Euni)l P,jus | |° 
SaS 
A S 
一 Í (22 (Ortun Ol Pi ous 
BgilB8g 


(nui); |as] 


Dessert 


(5.226 


je 


-x LI [RA autuno — Pt enses 


Sab 


+i (RA (s eu ot ) -Pijetas 


= [ [i - usps; Jas] oo (5.221) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
eu eB = (Va) (5.228; 


313» 


EC) +Fr=0 | (Va) (5.229) 
dei si 
z 2?A 


l š 
Oi -Lung husi ues itis 2) 
MOT UT EH "^ geudeu 


利用 (5.228) Re LAIEN 


eu— Qj ioi tus us )=0 (Va) (5.230) 


uk— uk = 0 (Sas) (5.231) 
(25 (rit un db ) 一 PE 一 (Sa), (Sas) (5.232) 
Ieis 

b 
(2^ etue) ) —Pi=0 (Sas) (8.233) 
JA m zt 
一 (Brit uti)ls— P I =0 (S,) (5.234) 
dei; : 
五 8 一 15 一 0 (55) (5.235) 


综 上 所 述 ， 泛 函 《〈5.228》 式 的 变 分 条 件 正 是 有 限 变形 弹性 
为 学 的 眶 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 政 使 泛 耳 《5.226) 式 实现 驻 值 


条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 画 数 为 有 限 变 形 弹性 力学 问题 的 近似 
解 。 . 


2. fRREBUN FRE HGE E CREE 

若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 边界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 本 (5.226) 
式 实现 驻 介 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 有 眼 变 形 弹 性 力学 癌 
是 的 近似 解 。 

3， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 下 

若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 力 应 变 关系 式 (5.228) 式 、 F 
衡 方程 《5.229) 式 及 应 变 位 移 关 系 式 (5.230) R; 在 元 素 边 界 
于， 应 力 通 数 为 独立 构造 的 边界 务 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方 和 
(3.236) 式 的 位 移 、 未 变 、 应 力 函 数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 
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Xr (RE. 
[Ge (bye uns LI Pr)du |ds 


十 T [C2 Ortun PE) su 


FATE 


Ow OSPE |as) 


56 a 
TM MERCAR - Pi löużds 


+ [[ [escape jas]- (5.236) 


4. hm mt (J^ Xin e) 方程 下 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 话 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 移 边 界 函 数 时 ， 风 满足 变 分 方程 
(5.221) 式 的 位 移 , 应 变 、 应 力 函 数 为 到 限 变形 弹性 力学 问题 的 
近似 解 。 


5.8.10 余 能 型 修 王 变 分 原理 IV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.212) RRHH ERE E 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 将 修正 变 分 原型 。 

t. 变 分 问题 . 

HERETER, EERE EUROS Ir EXE 
ZW. SOKIBAREOBORTROGSGÉ, CU TUIERUTENEERCÉCUN B PUR 
fF: 


“315。 


r 


(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 两 数 ; 

(2) 在 元 素 边 界 上 水 力 列 数 为 独立 构造 的 边界 画 数 时 ， 
WEK (5.237) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 苑 数 为 有 限 变 
形 弹 性 力学 问题 的 近似 解 。 

Mno -4 7 y | B A t yg d k ilk 
E H (o: y mei 906 


turl losl Sin) TF. ) Jae 


一 [ [ois rit uc) — Pš ]urds 
Sa 

— arPids | (5.231) 
Sallsy 


WA: ERER, HAR (5.237) XH 
M 
ÒM as - = xi 9B Cy i ))5co 


azil 3T; 2 


T Gorss(9sid tr) hi F6 |do 

— III . [Coil 8x; Hur) — P)86ui]ds 
Sanlı 

一 [loil Brit uxt)ls— Pa)Sus 


Sans3 


+(@e—m)óP1J4s] 


85 
== b | [ [ Coi (rrt nedla —Pš]8uzds 
Sap”! Sab 
+ | Carl ri tur M —Pgz18uzds 
Jap 
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一 || [Cu u)6Pi ds |=0 (5.238) 
Sab 
根据 变 分 法 上 基本 引 理 ， 得 
2B l (up s Us triur )—0 (Va) (5.238) 
Coil Ori Hurt) b F0 {Va) (5.240) 


(os Beirt ur PSA (Se), (Sas) (5.241) 


(Guj(@kiuk l — Pi=0 (Sas) (5.242) 
ug—ub-0 (Sas) (8.243) 
Dial Öri t Uei Jli — Pr=0 (SI) (5.244) 
Be 1] = 0 (S2) (5.245) 


由 上 述 可 知 ， 泛 函 (5.237) 式 竟 变 分 条 件 和 -一 般 约 束 条 件 
严 是 有 限 变 形 弹 性 力学 的 四 类 基本 方程 和 父 界 条件 , MUR A 
(5.237) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 移 , 孙 力 山 数 为 有 限 变形 弹性 力学 
问题 的 近似 解 。 证 毕 ， 
2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 将 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 恬 力 配 数 为 独立 变量 责 数 ， 在 元 素 边 界 
上 应 力 函 数 为 独立 梅 造 的 边界 亢 数 诗 ， 则 使 泛 吨 《5.237) 式 实现 
驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 谓 数 为 有 限 变 形 弹性 力学 避 题 的 近似 解 。 
š. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 T 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 满足 应 力 位 移 《〈5.239) 式 、 平 
WA (5.240) 3X, 在 元 素 边 界 上 应力 函 煞 为 独立 构造 的 过 PL 
嚼 数 时 ， 妇 满足 边界 变 分 方程 〈5.246) ABM., 13g 94 数 为 
有 限 变形 弹 让 力学 问题 的 近似 解 。 
xj il [0:82:43 us, Jla — PI l8usds 
271'8, ÀS, 
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SG 
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Sab 


[irl ritur) — P$ j6ugds 


十 [ [(84 — us )6P£ 1ds E (5.246) 
Sap 


4. 余 能 型 加 权 余 数 〔 广 义 妨 略 金 ) 方程 

(i) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 凡 力 函 数 为 独立 变量 函数 ;在 元 素 
斋 界 上 ， 应 力 函 数 为 独立 徇 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.238) 式 的 位 黎 、 应 力 隐 数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 

(2) 在 元 素 交 办 而 上 待 解 疯 数 满足 交界 条件 (5.24!{~ 
5. 243) 式 ， CWRS, HS: KAERRA (5.244),(5.245) X 
时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.247) 式 的 位 移 、 应 力 函 数 为 月 限 变形 
弹 蕊 力学 问题 的 近似 解 。 
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5.3.11 余 能 型 修 坪 变 分 原理 VY 
E AR MERZ (4.213) 江 ， 采 用 分 片 构造 待 解 
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NE UE EIER 
. SIME 

| Qi FE XC EXER EC, ELLE RE YS TRA 32 
和 ， 并 采用 分 片 构造 竺 解 函 数 ， 当 构造 的 符 解 函数 满足 TA 条 
[A 

O) fESEE PEIUS I. TERRI EER N ICT RE 
RARI -MAREI 

(2) 在 元 素 边 界 上 用 独立 构造 的 位 它 移 边界 函数 来 天 示 E 
RELET 
则 使 直面 泛 画 (5.248) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 ,应力 函数 为 有 限 
变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

Mab -5 一 王峰 -ee oo 人】 


der; 


te«(7 Uird +à ui t ux, ains) 
un us » 
Jie (eus Ol) 


B ans. Fi E » 
Jes —— 


_ j esa ui LOL Qu) n]a} 


dei 
一 Suas j 


(Óx: +uso), + P.) Jav 


T Juas 


(5.248) 
其 中 B(gws) 为 (1.29) 式 ，A(eis) 为 (1.26)》 式 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 册 泛 通 (5.248) 式 得 
> 3819 + 
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B anxius 十 us, ou I ujds 


gei j 
t) 
+ Jess | 


tust) Jas]-o (5.249) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
et unt )— 23 =o (Va) (5.250) 


9A (ess uc )) 
í x. (dret ux, 2), +Fe=0 (Va) (5.281) 


u&— uk =0 (Sas) (5.252) 


9A (e us )) 
( OTETO 
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-(: den E Quy =0 


(Sa), (Sas) (5.253) 


3A (eit Bi 2) 
[— - (rtur, oul 


dei; 
8aA(eis( LU )) 
-|- E "(ðr cuu 22! =0 
(Sa) (5.254) 
8A(ess( us )) 
E S 
us 一 下 5 一 站 (51) (5.256) 
HER, ZR (5.248) 式 的 变 分 条 件 各 一般 约 束 条 件 (应 
变 位 移 关 系 式 ) 正 是 有 限 变形 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 交办 条 
TF, Wü (5.248) SLSCHUEDR IFI. ERROR Bos 
形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 
2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 7 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 
上 独立 构造 位 移 函 数 为 边界 函数 ， 并 用 其 表示 应 变 函 数 ， 则 使 泛 
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——(Brussi)l;0 (S,) (5.255) 


i& (5.248) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 , 点 力 函 数 为 有 了 眼 变 形 强 性 力 
学 问题 的 近似 解 。 

5. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 Y 

车 在 元 内 内 部 位 移 、 应 力 酒 数 满足 应 力 位 移 《5.250) 式 及 平 
AAE (5.251)》 式 ;在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 芭 
数 ， 并 用 其 过 示 应 变 函 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.257) 式 的 位 
移 、 应 力 函 数 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
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二 ua ]aj-。 (3.257) 


4. REB nud (P aE) 方程 Y | 

(0 Z9 03€ Py ET DAE RUNG ERE 
URE., MEKA OMER R R AANER SZ E GEB 
时 。， 峙 满足 变 分 方程 《5,249) 0542345.) JJ RA A REA 
性 力学 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 在 元 素 交 界面 上 ， 待 解 函数 满足 交界 条 件 (5. 252~- 
5.254) 3k, 在 边界 $: 与 S* 上 ， 满 足 边 界 条 件 〈5.255)》、(5.256) 
式 时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.258) REWE, NAKANE 限 变 
形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

> Ll i CEU -E ) oij 
A(ei í); 
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5.3.12 余 能 型 修正 变 分 原理 VI 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 〈4,225) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 
尚 数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
1. ESAM 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
利 ， 江 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 构造 的 得 解 画 娄 满足 下 列 条 
ff; 

(1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 

(as rte), TF (5.259) 


«323 5 


(2) 在 元 素 边界 上 应 变 函 数 为 独立 构造 的 边界 画 数 ,并 用 其 
表示 应 力 函 数 时 ， 
册 使 下 面 泛 通 〈5.260) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 . 上 应变、 应 力 函 数 
为 有 请 变形 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M. JES (Wf=Bcss) + owest usia, Í 94.) àv 


ui eii 
E at 8g [IA lan Y] 
Jeou PMCID jas 
三 l s (25 scene dl) as) (5.262) 
Eons 
RipACeu)240.28):X;. Blou) J4(1.29) X. 


证 明 : (CHERRY T. 3E208862238Ee0E (s.259)38, 
Ez (5.260) 式 得 
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要 Y: f [ | (Guus -+ we9b) 一 (24e. 


Tan: Jl) jaasao+ [ [CECE ues ot) 


n 
Sab 


— (W. eue DU ) ]eutao 
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sç Í (CEDE Jas} 
i G 


.281) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


o oB Ë 
ei Jdi 0 (V4) (5.262) : 
3A 1 E 1 Mu. PAESE 
CEP 一 0 
评 可 利用 (5.262) R, EREN 
Bij 一 I (usjus,ikukituk, i)=0 (V,) (5.283) 
age 一 1 一 0 (Sa |) (5.284) 


CC usi) — (25 Orit m) =0 

| (S,),(S.,,) (5.265) 
(ontuen) 一 [ (Skrt Hei Jls ) 一 0 

| (Sas) (5.2896) 

o c( sid us, i)l;— P | =n (Si) (5.287) 

Ep— Ux (S,) (5.268) 

BL EA AL EBD (5.260) 的 变 分 条 性 和 变 分 约束 条 

i FANE) 正 是 有 限 变形 弹性 力学 的 四 类 基本 方程 和 人 艾 界 条 

人 性 ， 故 在 变 分 级 来 条 仁 下 使 泛 函 《5.260) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 
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移 。 应 变 、 应 力 函 数 为 月 限 变 形 弹性 力学 问题 的 近 EME iE Po 

2. AEEA FRZCHEIE E 2) RGB W 

在 元 素 内 部 应 力 函 数 注 足 半 奖 方程 《5.259) 式 ; 在 元 素 边 界 
上 应 变 曾 数 为 独立 移 造 的 边界 注 数 ， 并 用 其 表示 应 力 陆 数 时 ， 则 
使 泛 函 《5.260) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 , 应变、 应 力 函 数 为 有 限 
变形 弹性 力 兴 问题 的 近似 解 。 

35， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 

车 车 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方 各 (5,259》 式 ,应 变 位 移 
方程 (5.263》 式 及 应 力 应 变 (5,262) Ñ; TEJGGE IR E RE dg E 
BO VAEaTVIN EX. AHRR, PURA E RE 
AAE (5.269) 3X LIS LINEAE. E273 RRO A REEE 
学 亲 题 的 近似 解 。 
3 j LCS ATTE 
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4， 人 对 能 型 加 权 人 余数 《广义 伽 路 金 ) 方程 人 

(1) 著 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.259) 式 ; 在 
元 素 边 界 上 上 应变 项 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 出 满足 变 分 方程 
(5.261) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 有 限 灾 形 漳 性 为 学 问题 
的 近似 解 。 

(2) 若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 《5.259) 式 ， 在 
元 素 交 界面 上 待 解 耳 数 满足 交界 条 件 (5.264~5.266) X FA 
输 S: 与 S: 上 ， 满 足 边界 条 件 《5.267).(5.268) 式 时 ， 则 满足 下 
面 变 分 方程 (5.270) 式 的 位 移 、 应 变 , 应 力 函 数 为 有 限 变 形 弹性 
力学 问题 的 近似 解 。 


i» MUTA 


...2*A 1 ? 
+e Ar Tue -Wo 十 Uki, :))8es;] 


de ]-o (5.270) 


85.4 塑性 形变 理论 的 修正 变 分 原理 


基于 古典 与 广义 变 分 原理 前 泛 范 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 
在 元 素 交 界面 Se 上， 要 求 待 解 函数 满足 交界 条 件 ( 或 称 连 续 性 
条 件 ) 对 塑性 形变 理论 问题 ， 待 解 函数 满足 的 交 输 条 件 为 

(1) 位 移 连 续 性 条 件 


uj-—ui-0 (Sas) (5.211) 
D $2DE8 TER IE 
Casals) + Coil)! —0 (Sas) (5.272) 


在 满足 应 力 应 变 关系 式 时 ， 亦 可 写 为 
+ 327», 


(aeu) + Guy 一 (Saa) (5.213) 


2ei; 


(ot) thori tAn) =o 
(Sa) (5.274) 
在 离散 分 析 过 程 中 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 解 决 
塑性 形变 理论 问题 时， 待 解 范 数 在 满足 逆 性 形 灾 么 论 的 四 类 基本 
方程 前 同时 ， 还 必须 满足 交界 条 件 〈5.271)(5.272) A 
(5.271),(8.273) 式 ， 或 (5.271) 与 (5.274) 式 )。 


5.4.1 势能 型 修正 变 分 原理 


ACT W^) EBD (3.47) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 
章 分 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 在 元 崇 内 构造 的 待 解 函 数 不 满 
是 位 移 连 续 性 条 件 (5.271) 式 时 ， 为 了 保证 位 移 连 续 性 条 件 成 
立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约束 条 件 《5.271) 式 导入 泛 汞 (3 .47) 
式 中 ， 在 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 即 


f| aas 一 ds (5.215) 
Bab 
从 而 形成 了 势能 型 塑性 形变 理论 修正 变 分 原理 HZA 
1。 变 分 问题 
对 园 体 系统 进行 离散 分 制 ， 把 固体 系统 分 割 成 为 有 限 个 元 素 
之 和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 、 当 构造 的 待 解 函数 具备 下 列 条 
件 : 
O) 在 元 索 内 部 满足 应 变 位 移 (1.32) R 
(2) 在 边界 3 上 满足 边界 条 件 (1.40) sŠ; 
(3) 在 元 素 交 界面 $s。 上， 位 移 连 续 性 条 件 (5.271) 式 不 
必 满 足 时 ， 
“328 ， 


MEFE (5.276) 式 实现 驻 什 条 件 的 位 移 ,应变 函数 为 塑性 
形变 理论 问题 的 近似 解 。 
Mas-i1— i» [thce Pea 


» [ P, -«as]- 3 y: [s (u1—u^)ds (5.216) 


Sans, Sab“! sap 
其 中 (ef 站 为 (1.50) 式 ) AARRE Ses F BJ PC ë T. 
WES. EERE, Hz (5.276) 式 得 


M... i= -iil- (RA), tF Jõud 


+ p (Su) 一 五， suas] 


S408, 
-È| [s- (2 ALI) ) susas 
sup +(3 - ]ostas 

十 [ [Gq —ut)822 É sj (5.277) 

m———! 得 f 
(2). +F,=0 (Va) (5.278) 
u?-—ulí-0 (Saa) (5.219) 
ar- (a 1) =o (Sas) (5.280) 
i (Su) =o (Sa) (5.281) 
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=l —P,=0 (S,) (5.282) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 〈5.276) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 
件 和 一般 约束 条 件 正 是 塑性 形变 理论 的 由 类 基本 方程 及 交界 条 
件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 ， 泛 函 (5.276) 式 实 玻 驻 值 条 件 的 位 
移 、 应 变 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 莹 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 | 

(1) 车 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 变 位 移 关系 式 (1.32) 式 ， 
在 边界 S: 上 满足 边界 条 件 〈1!1.40) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 引入 独立 
SES ALIM, WESE (5.270) mq ana a 
数 ，4# 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

(2) 车 在 施 束 内 部 待 解 赣 数 满足 应 变 位 移 关系 式 (1.32) 式 # 
在 边界 Ss 上 满足 边界 条 件 《1,40) 式 ， 在 元 素 的 交界 面 上 , 令 


.=[9A |, Y 
u=(Ë8) Ga 


即 在 元 素 交 办 面 上 独立 构造 应 变 函 数 时 ， 则 使 泛 画 〈5.283 ) 式 实 
现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


5.4.2 势能 型 修正 变 分 分 原理 I 


”基于 广义 谈 分 原理 的 泛 匡 (4.273) 式 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 
函数 ， 可 以 形成 下 面 备 类 烧 正 变 分 原理 。 
1. 变 分 问题 
对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 团体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
利 ， 并 采用 分 片 鬼 造 待 解 函 数 ， 当 构 尊 的 待 解 函数 满足 下 列 条 
ffi 
(1) 在 元 素 肉 部 位 移 , 应变、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ; 
(2) 在 元 素 边 界 上 ， 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 
时 ， 
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则 使 下 而 泛 琐 (5.284) 式 实现 驻 信条 件 的 位 移 、 应 变 , 应 力 函 数 
为 塑性 形变 理 沦 问题 的 近似 解 。 


M a : 
i l aA 
Mas-2— u. His— Le (s ^) 
: : 之 iL 2 TRIN 2 H Lip Ieis 
E ad (ei 1 Ru gya )- Fius de 
2 dz 2 2 | 
一 [° iGu—uji)ds-— Puas] (5.284) 
S. Bgn5, 


Xp AC) G.242) 8. 
ü 8j. c HZA (5.284) 式 得 


oM,.- zs LUI | 一 3 Eid E (eo 2^ js 
u a 


1 120 N: 
Ei Ui Hs JÖ 
一 3 j 2 EE 2 ji jo ij 


-(i(o A » +P.)óu do 


-ff (ui —uf)5Pj +(Pi- (ru 


5a 


+ ^). Jou]as 


_ | [Cuur -M(OPB,—PPout 


sans 


(ri (rr A Ju Jonas 
[ Uey fent gh 


其 中 在 交界 面 Sce 上 Pi6ui 为 相 消 项 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


o= 2 =o (Va) (5.286) 
897 ui T usc (Va) (5.287) 
fla 431: JÅ m 
(ety ES), C8 (Va) (5.288) 
ui-—uj-o (S1). (8,) (5.289) 
kr. 1 BAN, 

(S,),(S,),(S.) (5.290) 
五 ;一 Pi 一 0 (3,) (5.291) 
ui—üui-O (S1) (5.292) 


HERSH, itd (5.284) 式 的 变 分 条 件 正 是 塑性 TÉ 
变 理论 的 四 类 基本 方程 和 交界 条 件 ， 攻 泛 画 (5.284) RE M YE 
值 问题 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形 芝 理论 问题 的 近似 解 。 
证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 迹 分 原理 工 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 上 应变、 应力 函数 均 为 独立 变量 应 数 ， 在 
元 素 边 界 上 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 
(5.284) 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 曾 数 为 塑性 形变 理论 
问题 的 近似 解 。 

š. 涩 能 型 边界 元 变 分 原理 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 满足 应 力 应 变 (5.286) 
式 、 应 变 位 移 〈5.287) 式 及 平衡 方程 (5.288) 式 ， 在 元 素 边 界 
上 ， 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 
方程 《5.293) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问 题 
pre te 
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M (mr P x 3 
E [G7 D P FPS A (oo 0 
E Sa 
+ |i [Ou—2D85Pid ( P,— P5)8uj 
Sats 


+ {| [an (Pi oo 2 


S52 


A Ni yeu. ds 


i Je )sa]as]|= 


(5.293) 


4. EZ U tS (P Xn E) 方程 了 

0) 车 在 元 崇 内 部 位 移 , 应 变 、 应 力 函 数 均 为 独立 变量 范 
数 ， 在 元 素 边 界 上 ， 独 立 构造 位 移 与 应 力 陋 数 为 边界 丽 数 时 ， 则 
满足 变 分 方 答 (5.285) 式 的 位 称 ,应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理 


论 问 题 的 近似 解 。 


《2》 若 待 解 函数 在 元 素 边 界 上 满足 交界 条 件 (5.289). 
(5. 290) As EWA S HS: 上 满足 边界 条 件 (5.291).(5.292) 
式 时 ， 贴 满足 变 分 方程 (5.294) 式 的 位 移 、 上 应变 、 应 力 函 数 为 


塑性 形变 理论 问题 的 近似 刨 。 


E- à (esaa Je 


5.4.3 势能 型 修正 变 分 原理 IIHf 


基于 广义 变 分 诛 理 的 泛 中 《4.273) 式 , 但 采用 不 同 主 上 节 的 
KAERT BANCOS. DIE RET mR EE E 

1. Lr 

IRRA EARD BARRADA RAR 
^l, JEXOB ALI VBETRREGS 3, Ch pe IEEE C JE F A 条 
frs 

CO 车 在 元 素 内 部 位 移 、 上 应变、 应力 酒 数 为 独立 变量 函数 ， 

(2) 在 失 素 边界 上 上 ， 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
WHE FEZA (5.295) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 称 、 详 变 、 应 力 函 数 
为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 f 


M a 
ne ADT TES _ DA 
Ma. = > [yau ra x) 


1 QA / .! 1 1 
2 35, (n g ud Lus) Fiu: jd 


BI I! Putas) (5.295) 


BallsS1 
AXUBA(CO) SG. 242) 式 。 
iH HERAT, mikm 25) X 


M f aa 
Maaa $7] |- :( — 9A Jes 
4e-8 à 2 Gig Jey OFig 


1 1 Y 
— -1281 一 -一 于 一 - 
( 了 2 ij gni jô id 


1 
2 
-(i (sse 0^. js Fou dv 


一 ff Linui) -H Piao ous ]ds 
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NT 
Sans; 


| mt fr LG 9l) 


- Y | ttai upset ds 


S sl; 
ab Sab 


71 | Clu} — ugle) lds 


Sab 
4 [ ((o:;l,)° + (onls)s Jouids| =0 

Sa 

° (5.2961 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
mu DA o © (Ve) (5.297) 
£ij— fuer uso (Va) (5.2898) 
1 3A y; T EN 

(saute )), +Fi=0 (Va) (5.299) 
ul—ul-o (S,),(S.,) (5.300) 
ui-ui—O — (Sas) (5.301) 
(mili (o l;)^ «0 (Sas) (5.302) 
P.—c l; =0 (81) (5.303) 
Mi— Bi == 0 (S2). (5.304) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 〈5.295) 式 的 变 分 条 件 正 是 塑性 8 
变 吾 论 的 四 类 基本 方程 及 其 交界 条 件 ， 故 泛 醋 《5.295) 臣 实现 驻 
值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
证 毕 。 

“2z， 落 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 下 

者 在 元 素 内 部 位 移 、 谍 变 、 应 力 国 数 为 独立 变量 函数 在 元 

素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 画 (5.295) 
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KEE f AR PEB BEER. IE. BJ RAA YR TEE RE RI TE In] RE B3 
近似 解 。 

5 势能 型 边界 元 变 分 原理 划 

若 在 元 素 内 部 竺 解 函 数 满足 应 力 应 变 关 系 式 《5.297) 式 、 应 
EMERARA (5.298) 式 及 平衡 方程 〈5.299) 5X; 在 元 素 边 界 
上 位 移 函 数 为 独 芯 构造 的 边 愉 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.305) 
式 的 位 移 、 应 访 丙 数 为 塑性 形变 旦 论 问题 的 近似 解 。 


M 
{nda eC ot)ui ds 


ER M 


+ il Lese Ls | 


$45 S» 


Sn 
+ E (f iaus 
Sap™l S55 


T GT uz loal 4 (Co5bY 
Gris)» Jauisds|=0 (5.305) 
4. 势能 型 加 各 余数 〈 广 义 伽 略 金 ) 方程 和 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应力 函数 为 独立 的 变量 函数 在 
元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.296) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 遂 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近 
似 解 。. 


5.4.4. PERFETTE IV 


ET OLF AAERZA (4.280) 式 , 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 训 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
1， 变 分 问题 
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对 国体 系统 进行 离散 分 割 ， 拒 同体 系统 分 蚀 成 有 限 个 元 素 之 
和 和 ， 并 采用 分 片 沟 造 待 解 丽 数 ， 当 待 解 函数 满足 下 列 条 件 : 

(1) 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 范 数 为 独立 变量 函数 

(2) 在 元 素 边 时 上 上， 位移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
吓 使 下 面 证 函 《5.306) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 变 、 位 称 函 数 为 塑性 
TÉ AE PR i6 [8] RE 4 ut foL IR. 


Maa.4 zx Macen- Fas) 


A 1 I PUNI 
aso (eis E. dit, bus ) fao 


Jea ego AMT a 
-f2 lu ui)ds j P.utas] 
56 Saiisl 


(5.306) 


其 中 A(esj) 为 (4.242) Reo 
EA: ERREF, HA (5.306) 式 得 


5M,，。 ,一 Ja Io T- (ew— Wisi — jue » GA) 


d 
-((84 4 *F8u |a» 
I f aus AÂ L) 


m f [eu soe (25 n) Jas] 


Raohsa 
Y a ra f JA, N 
-5 [Gf )6 [25 t) 
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gii 
BA NPN O. a 
Eu lj )wi jas =0 (5.307) 
RE FDA, f$ 
eg— Euni uni= (Va) (5.308) 
2A) Fi (Va) (5.309) 
gei; ^j 
ul—ul=0 (Si)... (5.310) 
ui—uj-0 (S4,) (5.311) 
2A [9s . : 
Dor 2E $a) =0 (Sas) (5.312) 
P =s - l=0 (S,) (5.313) 
”Wixi=0 i (S,) (5.314) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.308) 式 的 变 分 条 件 和 一 般 约束 
条 件 《 应 力 应 变 关系 式 ) 正 是 塑性 形变 理论 的 四 类 基本 方程 及 交 
RAM WZA (5.308) 式 实现 驻 信 条 件 的 应 次 、 位 移 函 数 为 逆 
性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 项 理 了 | 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 为 独立 变量 丽 数 ， 在 元 素 的 边 
园 上 位 移 函 产 为 独立 档 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 〈5.306) 式 实 
现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

3. SEED FECE AI NGR N 

车 在 元 素 内 部 待 解 欧 数 满足 应 变 位 移 方 程 (5.308) 式 、 平 衡 
方程 (5.309) 式 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 范 数 为 独立 拘 造 的 边界 函数 
时 ， 测 满足 边界 变 分 方程 (SIDANE, KEERAS 
变 再 论 问 题 的 近似 解 。 


> 938 


> ll [eu neu) (Ps es leui]as 


er Suni 


l f [usupa (25. y 


$657! Sab 


+u? -us )ò (24 ls y toil) t(onl;y jõu Jas} 

一 0 (5.318) 

4, 势能 型 加 权 余 数 〈 广 义 伽 略 金 ) 方程 了 f 

(1) FERRARZE., MAE R gra phu te HD 数 ; 在 元 

素 边 界 上 ， 位 移 函 痢 为 独立 构造 的 边 办 函数 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.307) 式 的 位 移 、 应 变 函 数 为 塑性 堪 变 理论 问题 的 近似 解 。 

- (2) 车 待 解 函 数 在 元 素 交 办 面 上 满足 交界 条 件 《5.310 一 
5.312) 式 ,在 边界 Si 十 满 是 《5.310)、《5.313》 式 ， 在 边界 Ss 上 上 
满足 (5.314) 式 ， 则 满足 变 分 方程 〈5.316) REHE., ME R 
数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


(5, &F)Su]av| -o (5.316) 


5.4.5. 势能 型 修正 变 分 原理 V 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.287》 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 
函数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
1， 变 分 问题 
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对 辕 体 系统 进行 离散 分 宏 、 把 网 体系 统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 函数 ， 当 构造 的 待 解 函 数 具 备 下 列 条 
fh. 

(1) 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 函 数 满足 应 变 位 移 〈5.308) 式 ; 

(2) 在 元 来 边界 上 位移 函 数 为 独立 冤 造 的 边界 函数 计 ， 
则 使 下 面 省 本 《5.317》 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 通 数 
为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


Maa-s -X taceam ras 
-reeta A )pGa—ui)]as 
= 人 Putas] (5.317) 


PUES 
其 中 4A(siz) 汶 (4.242]) 式 。 
证 明 ， 在 驻 什 条件 下 ， 由 江东 (5.317) 式 得 


Maa-5= 2 WE CR 2e 


«all 


-( lout 2E) Ps; lav 
E. j [osos cu Ju 


2 géi; 
sanS, 


t(Pi- ne 2 Ay, Jòu tjs 
-i n [Gu 208 (3 outy A -Jh Jes s) 


gana 
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E J [ec (ay) Je 


$5571 B. 


十 J (E Tist 5 T4528 las 
Ee) Gee) ps] 


Y: (5.318) 
其 中 考虑 到 变 分 约束 条 件 (5.308). 式 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


JA — É ; 
01; Jer =0 (Va) (5.319) 
1 i gA Dp 
(ios y a J: TF; {Va) (5.320) 
uf—uj-o Cone EN 
uł—uj= (Sas) iini 


(Sa) (5.322) 

Pa— t [r+ 34 1 一 (3 ) (5.323) 

ui—i—0 (S2) (5.324) 

HERTA, IER (5.317) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 

正 是 塑性 形变 还 论 问题 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约 

束 条 件 下 ， 使 泛 函 《5.317) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 ,、 应 变 、 应 力 

范 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

2， 势 能 型 有 有 限 元 修正 塞 分 原理 V 

车 位 移 、 应 变 函 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 〈5.308) 式 ; 在 

TRUR LLERA AIARRA, MEZA (5.317) 
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式 实现 驻 值 条 件 的 位 黎 、 应 变 。 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 向 题 的 
近似 解 。 

5， 势 能 型 这 蛋 元 变 分 原理 交 

BETR PRIUS ERE EL BV AR DUE OR RON 《5.308) 式 、 应 
力 应 变 《5.319) 式 、 平 衡 方程 (5.320) REBRU E TET IR 
数 为 独立 构造 的 边 愉 函 数 时 ， 刚 满足 边界 变 分 方程 〔〈5.326) 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑 忻 形 变 理论 问题 的 近似 解 。 


MN HE 


n3, 


3 
*(P.- A (out 0A uou; jas 


+ [eon (+Á) )|e | 


Sais 
+ (D [ot-u (1r 24 Ju) Jas 


+ J [orog ren») Je 
一 AK IG (eo 4 2^ 2:21 Sio eu) oodd 


l. PRENRER (XERA) WAY 
《1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 函 数 满足 应 变 位 移 〈5.308) 
式 ， 在 元 素 边 春 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 
分 方程 《5.318) 式 的 应 变 、 应 力 ,位 移 函 数 为 塑性 形变 理论 癌 是 
的 近似 解 。 
(2》 若 待 解 函 煞 在 元 素 边界 上 满足 交界 条 和 件 (s.321— 
* 342 。 


5.322) 式 ， 丰 边界 Si 与 $a 上 满足 边界 条 件 (5.321). (5.323), 
(5.324) 式 ， 则 满足 下 面 变 分 方程 (5.326) REE, E i 
Zi i TE EXC [HL XE DLE 


Elle 


一 (人 cul 24), Fou jas] =o (5.328) 


5.4.6 势能 型 修正 变 分 原理 VI 


甘于 广义 变 分 原理 的 泛 卫 《4.288) 滤 , 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 

对 同体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 国体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 ， 当 构造 的 待 解 函 数 具 备 下 列 条 
B. 

(1) 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 平衡 方程 


1 (a+), +Pi=o (V. (5.327) 
(2) 在 元 素 边 界 上 应 力 光 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
Wifi Fm (5.328) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 上 应 力 盘 数 

为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


Msa-s= Y: f- Lente ] 


F Pinas) (5.328) 


: 343 + 


其 中 (ety) 为 (4.242) X. f 
XESB. Testi Rd T. TUHuEARAJXAAPP (5.327), Bii 
(5.328) 起 得 
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EETA 


Eire) Jere 


Al 2 deis 
Sat 

+ [| tei wbhPras]] eo (5.329) - 
Sat 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


£ig— di (Va) (5.330) 
9ACcuC mY) 

ou a =o. (Va) (5.331) 

u?—ul-0 (Sas) (5.332) 
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P 一 人 (vs Fay, ) =° (Sa), (S2) (5.333) 
( 


s ! AA 5 
P; 一 SCOE a) ) 一 0 (Sas) (5.334) 
1 3A = Sh 
Pi (oo X uo (S1) (5.535) 
ui—uüi--0 (S) (5.336) 


HCAP A, A (5.328) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 
件 丰 是 逆 性 形变 理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 
杀 件 下 ， 使 泛 丽 (5.328) 实 现 驻 人 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函数 
为 逆 性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 克 

若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.327). 式 ;在 元 素 边 
界 上 应 力 函 数 为 独立 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 〈5.328) 式 实 
钢 驻 值 条 件 的 从 移 、 应 变 、 应 力 阴 数 为 塑性 彤 变 理论 问题 的 近似 
解 。 

s. 势能 型 边界 元 变 分 原理 疯 

若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 《5.327) 式 、 应 变 位 移 
(5.330) 式 、 应 力 位 移 (5.331) 式 ， 在 元 素 边 界 上 应 力 池 数 为 
独 订 构造 的 边界 孙 数 辐 ， 风 满 是 边界 变 分 方程 (5.337) 式 的 位 
Ba E, EAER ME A t R8 30s fed EGG 3 DL 88. 


E(P- t)i Jonas 


San8 


+ 十 [G= [eo +a 2 Ju )šw 


Sans 


+ Cua Pt jas] 


Sapol'g 9 
sf? 1 3A] g , 
- |: (¿sub j gt ) Susds 
eb 
十 [03 一)5Piasj = (5.337) 


Sab 


4， 势 能 型 加 权 余 数 〈 广 义 徊 略 金 ) ARN 

《1)》 沙 在 元 索 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.327) 式 ， 在 
元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 般 数 时 ， 则 汪 足 变 分 方程 

(5.329) 式 的 位 移 , 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 
Ë, 

(2) 若 待 解 函数 在 元 素 交界 面 上 满足 交界 条 件 (s.332— 
5.354》 式 ， 在 边界 S1 和 Ss。 上 满足 边界 条 件 (5.335).(5.336) 
式 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5,338) 式 的 应 万 、 应 力 、 位 移 函 数 为 
塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


: M 
b» l 1 i A 
— —|[£1j—-, Ut, — -uz i OC 
x AS 31. a m) i 
ry 


3ACeiC us )) 
1 S I E» 
一 村 (ce 一- je ees Jas] . (5.338) 


5.4.7 “ 余 能 型 修正 变 分 原理 I 

基于 古典 变 分 原理 的 泛 浮 (3.48) 式 ， 对 加 体系 统 进行 几何 
剂 分 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函数 ， 当 在 元 素 内 构造 的 待 解 函 数 不 满 
足 交界 条 件 〈5.272) 式 ( 或 (5.273),(5.274) R) 时 ， 为 了 保证 
合力 的 连续 性 条 任 成 立 ,采用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约束 条 件 (5.272) 
式 导 入 泛 本 《3.48) 式 中 ， 在 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 即 
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li Af ul Ct jd (5.339) 


Sab 
MEER Y A: 883945 ER RE I K A. 
INE LIE 


XH dx UE BE fT Wk yE], le DR ys pU IR 20 3 = 
和 ， 并 采用 分 片 枸 造 待 解 焕 数 时 ， 当 构造 欧 待 通 函 数 具 备 下 列 条 
gr 

(1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 《1.31) 式 3 

(2) 在 边界 Si 上 满足 边界 条 件 《1.39) X, 

(3) 在 元 素 交 界面 Sas LEJER ERIE (5.272). c 不 必 
满足 时 ， 
WI FÉ (5.340) 式 实现 驻 值 条 性 的 位 移 , 应 力 函 数 为 塑性 
形变 理论 问题 的 近似 解 。 

Mu, a= E [ooa i aoubas | 


SaflSg 


过 > [| Allot) couto3as (5.340) 
Salsa : 
ZRoRB(o X (1.51) 让 为 交界 面 $。。 上 的 拉 氏 乘 子 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 考 虑 到 变 分 约束 条 件 (01.31) A, W 
izi (5.340) 式 得 
Mo im D || [B tu evar 


Fa 


一 (ar—u)aoulas| 


Sans, 


- Y [f tuor eap» 


*S4T * 


4t — utr + (Au) Gral as| =0 


(5.341) 
根据 变 分 法 基本 引 再 ， 得 l 
3B _ 1 (us I uro (Va) (5.342) 


do:;; 2 

ü:r—ui—0 (Sa) (5.343) 
Aft—ut—95 (Sa) (5.344) 
Ai—utzo0 (Sas) (5.345) 
(0151;)* + Costly —0 (Sas) (5.346) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 范 (5.340) sXIHPAE AR AC PE E A PRA 
件 和 一 般 约 束 条 件 《 应 力 应 变 关系 式 ) 正 是 塑性 形变 理论 的 四 类 
基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 ， 使 江 画 (5.340) 式 
实现 旦 值 条 件 的 应 力 、 位 移 函 数 为 塑 此 形变 型 论 问题 的 近似 解 。 
证 毕 。 

2.， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 T 

O) 车 应 力 质 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 〈1.31) 式 ,边界 
上 满足 力 的 边界 条 件 (1.39) 式 ,在 元 素 边 界 上 引入 独立 参 变量 衬 ， 
则 使 泛 函 (5.340)》 式 实现 壮 值 条 件 的 应 力 、 位 移 、414 为 塑性 形变 
3E IET RLIEDE uy 28 

(2) 车 应 力 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 〈1.31) 式 , 在 边 
界 上 满足 力 的 边界 条 性 〈1.39) 式 ， 在 元 索 交 界面 上 ， 令 

A= ut 

ELLE 353 A6 LTR ERU FE GEN 23 GROS XL KA RJ, RU] ë E B 
(5.340) REMIR FEE Ji, 1635606382 ETUR EH A jn] 
题 的 近似 解 。 


5.4.8. 余 能 型 修正 变 分 原理 II 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 《4.317) 式 ,采用 分 片 构造 待 解 画 
"348， 


数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 国体 系统 进行 离 获 分 割 ， 把 原 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 来 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 竺 解 区 数 ， 兴 和 拘 造 的 待 解 函数 满足 证 列 条 
fF. I 

(1) YESURE IS BE GETE E, JV 7] BELICE s gt UG, 

(2) ELEAF E GUEE 1 71 ed c Do FE H PL Fñ 3& 
时 ， 
Ji PUER (5.347) REMUER EBEE WE, AEH A 
为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


da r 
M. ,- I| = > [Il — B(cuj) T oun 
a=] Pan A 


"452, i 


-fe UEP )as— | upras | 
P d. 


R PA(e) A (4.242) Ñ; Blou) H (2.243) 式 。 
WEBB; CERT, Hi (5.347) 式 得 


mM 
ëM, a p o Ta. 
pra zi (es So d 


EE) nw _ RA 
* PE] TPF.Jóu + (es EP PME Tk] 


. (> uns + puer ))J8es Jav 


-[124. I; PiJout + Cu —u)9( 24 1 s) lds 


Ss 


* 3432 <. 


一 IG lI, — P, Jeu: TOÓ -u)s( 1 ;)]às 


ND 
n 


TO — uf )8P? Jes] = (5.348) 


其 中 在 元 素 交 界面 So Lup ANA. 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


DB Ee 
Eii 3o 0 . (Va) (5.349) 
2A "EN 
Io NIS (Va) (5.350) 
Å fı EN u 

Side (+ uis F 2 ur )=° (Va) 

FAC. 349) ENTAI 
$u— ;j Masius =0 (Va) (5.351) 
uj—ui-) (S,(S,:) (Sa) (5.352) 
2^ Pi=0 (Sa). (S.) (5.353) 
«iij 
$3 L- Pio ($1) (5.354) 
8:i— ui =o (Sa) (5.355) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 阔 (5.347) 式 的 变 分 条 件 正 是 塑性 形 

变 蚂 论 的 四 类 基本 方程 和 交办 条 件 ， 故 泛 下 (5.347)》 RX A IE 

信条 件 的 位 移 。 应 变 、 应 力 耳 数 为 塑性 形变 理论 BS Vr (DLE. E 
2.， 余 能 型 月 限 元 修正 变 分 原理 工 

考 在 玫 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 歼 为 独立 安 量 基数 | 在 元 


* 350 ° 


素 的 边 办 上 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 画 数 ， 则 使 泛 函 
(5.347) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 ,、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理 
论 问 题 的 近似 解 。 

5。 余 能 型 边界 元 变 分 原理 

车 在 元 素 内 部 待 解 沙 数 满足 应 力 应 变 (5.349). R FENTE 
(8.350) 式 ,应 变 位 移 (5.351) R EPRA 1 BERE 8 71 Bš 
数 为 独立 构造 的 边 眶 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 〈5.356) 式 的 
位 移 、 上 应变、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


M 


> t | [bum reu oat nos (2-1) las 


ans 


SaNa 


+ [| (JA b-Pi)òut+ u-u) x21 


Gi up: as 


«D e zs ` LP) ur+ TEOR ($u )Jas}=0 


4. hm tS (PX) 方程 了 

(1) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ; 
在 元 素 边界 上 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 
变 分 方程 《5.348) 式 的 位 移 。 应 变 。 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问 
题 的 近似 解 。 

(2) 若 待 解 范 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交 沉 条 件 (5.352). 
(5.353) 式 ,在 边界 S 与 $s 上 满足 条 件 (5.352~5.355) 5É Bj, 
则 满足 下 面 变 分 方程 《5.357) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑 
性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


+ (cu 55 -- (iwi usu DEZ Jar | =0 


口 84j 吕 El 


(5.357) 


5.4.9 余 能 型 修正 变 分 原理 II 


基于 广义 变 分 原 再 的 泛 函 〈4.317) 式 ， 采 用 不 向 于 上 节 的 
分 片 构造 的 待 解 函数 类 ， 从 而 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 构造 的 生 解 函数 满足 下 列 条 
件 ， 

(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 计数 ， 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 使 下 面 泛 函 (5.358) 式 实现 性 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 苹 数 
为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


M : 
May-5— 24 [I | -B(ou) touts; 
8-1 y. 


(5). +P. Jfa» 


-peira | eras) 


ide. 


(5.358) 
RiPAGUYAG. 28D ONE Blou) 为 (4， 
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Mu, - s = x Milen- 28 Jac, 


PEEP 
2A 1 
十 m-—-—— EP 
(28 aa E DL G " gei EPP o Yi 
E ui DEZ Jav 


ú j [(28.1,—P))suas 


十 


S48, 
ND m 
EE 
«Jin nde 
一 Í Clus i | =o (5.359) 
—— 得 
sa Lo ñ (Va) (5.360) 
(24). +P,=0 (Va) (5.361) 


aA f bis sum. 
gij— 25 ident (pnost y uni j= (Va) 
RI (5.360) R, Lstapaexy 
t4 — y up A asm (Va) (5.382) 
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(34-1,)*—P:—o (S), Gs.) (5.383) 


gei; 

3A, Y° pe 
(二 t) 一 下 一 0 (Sab) (5.364) 
Uic mo (Sa a) (5.365) 
el -Pi=0 | (S1) (5.368) 
üi—uic0 (Ss) (5.367) 


B EXE PEREAT, Za (5.358) 式 的 变 分 条 件 正 是 塑性 JÉ 
变 埋 论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 俩 泛 冰 (5.358) 式 实现 驻 
值 条 件 的 位 移 、 皮 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
证 毕 。 I 

T +I Q Pa pir E I 

AUEDUX 484238. ede, SIRRA h Ar E RP EG 
索 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 冰 (5.358) 
式 实现 驻 信条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 
近似 解 。 

3. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 夏 

车 在 元 素 内 部 待 解 逊 数 满足 应 力 应 变 关系 式 (5.360) 式 , 平 
衡 方程 (5.361) 式 , 应 变 和 位 移 (5.362) 式 3 在 元 索 边 界 上 应 力 函 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.367) 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


EN I(u)- Plawds 


(22 =A ia 8 i 

^ LIG "iL P1) our On u)8Pt as s) 
E RI 3A. 

CE ENG ne 
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(只 De-03-w)api]aj-。 


(5.367) 
4， 余 能 型 加 权 条 数 (I Sf m) FEI 
车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ;在 元 
素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 闭 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.359) 式 的 位 移 . 应 变 。 应 力 项 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 
解 。 


5.4.10 余 能 型 修正 变 分 原理 TV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 本 《〈《4.328)] 式 , 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 欧 修 正 变 分 原理 。 
1. £u. 
”对 国体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 构造 的 待 媚 函数 满足 上 下列 条 


(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 的 变 里 函数 ， 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 力 淫 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
JW PIRA (5.369) 起 实现 驻 什 条 件 的 位 移 、 应 力 函 数 为 塑 
人 性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


NH (= 
45-47 Y (n [Boat wo, 5 F:)]dv 
& x1 


i 
- [utet Pr)ás- [ wies) 
sa San8 
(5.369) 
其 中 BCosy) 为 {4,243) 式 。- 
证 明 :; EERIE mA (5.369) 式 得 
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M 
SMa cm XT (RB uu lun tea 
T Cond Fi)ou lav 
m "e 
= T (oijl; —Pi)6uids 
Bans, 


一 II (Cor 1; —Pi óu: + (er—u)sprlds| 


>” 
S555 


85 
— | || touto? —Pilàuids 


Bup7i' gab 
十 I loul)? —Pi]5u!ds 
` Bab 
一 (u —ut 3pids | =0 (5.370) 
Sab 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
- 了 一 ° usq use=0 (Ve) (5.371) 
Oi Pi=0 (Val (5.312) 
(ol)? — Pi =0 (S2), (Sas) (5.373) 
(ol) — P;=0 (Sa) (5.314) 
uf—mut-o ^ (S4) (5.375) 
cul;—P-90 (S) (5.376) 
Wt— ti=0 (83) (5.377) 


出 上 述 分 析 可 知 、， 泛 函 (5.369) 式 的 变 分 条 件 和 一 般 约 柬 
条 件 《〈 应 力 应 变 关 系 ) 正 是 塑性 形变 理论 的 四 类 基本 方程 及 交 时 
条 件 ， 故 泛 函 《5.369) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 移 , 应 力 列 数 为 塑性 
形变 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 
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2、 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 下 | 
洲 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数， ERA 
上 上 应力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 尘 ， 则 使 泛 函 《5.369) 式 实现 
驻 值 条 件 的 人 位移、 应力 函数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
3. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 了 
若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 满足 应 力 位 移 〈5.371) XX 
衡 方程 〈5,372) 式 ;在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独 并 桨 选 的 边界 峭 
数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 《5.378) 式 的 位 移 ,应 力 函 数 为 塑性 
形 灾 建 论 问题 的 近似 解 。 
x| | [o]; — P:]86uids 
Sl s na, 
+ li L Gel PDout Gi w)5P rds | 


SaS; 


55 
+ > [ J tos Prisa: 


Sap™! Sap 


十 | [(0551;)* — P1]6u? ds 


Sab 
一 p (ut —ub)5Pras | =o (5.378) 
855 


4. &RÉ E OS (P X NER) 方程 了 
(1) FERRARE. BJ AUC hu E HR EE 
WR E 2 Jy 835 9 ESRAR 3k RY, 则 满足 变 分 方 各 
(5.370) RRE, F EA EC B TEE Li Dd ES fJ EE pi S, 
(2) 车 待 解 函 数 在 元 素 交界 面 上 满足 交界 条 件 (5.373~ 
5.375) 式 ， 在 边界 S, 与 $2 工 满足 边界 条 件 (5.376)、(5.377) È 
时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.379) 成 的 位 称 、 应 力 函 数 为 塑性 Jë dy 
.357， 


理论 问题 的 近似 解 。 
M ` ~ 
EUG 
CF obw Jav] oo (5.379) 


5.4.11 和 佘 能 并 修正 变 分 原理 V 


XD LESEM (4.335) A, ERa h HEt RA 
数 ， 攻 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 

对 国体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 图 体系 统 分 章 成 有 限 个 元 素 之 
钉 ， 洲 采用 分 片 构造 待 解 阔 数 ， 当 物 造 的 待 解 函 数 满 呈 下 列 条 
作 : 

(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 医 数 为 独立 变量 函数 应 变 位 移 
KAAL WARSA ”- 

(2) EWR LIE EAI ER AAR ARER 3E W 
数 时 ， 
昂 使 下 否 泛 函 实 现 驻 信 条 性 前 位 移 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问 
题 的 近似 解 。 

aA(eis( us )) 


Moi IE -BGsc)4w( ((— des J, +P.) 
JA (esil ui )) 


Faizi jæ- fel~ Je L) 


Alel u: )) 


-(— "Ju Hn ) jas 


本 n m 人 p yas (5.380) 


其 中 A(esy) 为 (4.242) Ri BCoc09 (4.243). Ro 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 《5.380) 式 可 得 


M 
Mu, 5 一 MEZ tius EL 
zi Va s 


£ y Fu Jae 

EIC )-n pes 
BAe (usi Y) 

m xL 2 


ALT y Jowas 
ƏA(e;;( ut )) 


-ee 


SaflSp 


aAtersl u) a 
MB > [T [(-- aes t) 


Babp=t gop 


(au) ua 
9A(er( us Lo 
Se V) 


EEXCIT au » dcs 
gis e íy! Bu?ds 


20 
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3I [ue —ui) Mei z 2 1) Jas}= 


(5:381) 
根据 变 分 法 共 本 引 理 ， 得 

arte) onn (Va) (5.382) 
9A(ers us )) T i 
(一 an), TF;—0 (Vs) (5.383) 
SA(Gu uu )) a BA (ess Cn )) : 
bos Bu L 

($2), (Sas ) (5.384) 


9A(eu Cu )) T gA(Ceu Ó u: )) 9 
ç a L: R 


(Sa) (5.385) 


uf—u?=0 ` (Sa) (5.386) 
aA larat us » 

EE erra —— l, —P, = 9 (Si) (5.387) 
i 一 Hi 二 b (S2) (5.388) 


H EÀRAMEPRIAS, PES 15,380) 式 的 变 分 条 件 和 -一 般 约 束 条 
件 《 应 变 位 移 头 系 ) 正 是 塑性 形变 理论 问题 的 四 类 方程 。 证 毕 。 

2. 余 能 型 有 跟 元 修正 变 分 原 还 V 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 秃 数 ， 在 元 素 边 界 
上 独立 构造 的 位 移 函数 为 边界 函数 ， 并 用 其 才 示 应 变 函 数 时 ， 则 
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ERR (5.380) 式 实现 时 信条 件 的 位 移 , 应 力 函 数 为 塑性 形变 至 
论 问题 的 近似 解 。 

3. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 六 

若 在 元 素 内 部 人 位移、 应力 函 数 注 足 应 力 位 移 《5.382) 式 、 平 
衡 方程 《5.383) 式 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边 帝 函 
数 ， 在 用 其 末 示 应 变 孙 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 〈5.389) 式 的 
位 档 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

Ae T uc 9 


I sss 


SollS1 
| IA (Eil ui )) 3A(Ceis( us » 


b "b Je ( Ea L) lsumas 


aA {esl t » 


T p | (au) ( ge; 4) 


55 aA it : )) 
+ [ge bY 
-( i 25 i b NS 


" I A “u a T joutas 


géj; Qs 
Sab 


gAG24(u.)) vs ]) f 
== A [eni E ls ) ji (5.389) 
4. RRESURDURSK OU XI S) 方程 V 
(1) 车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ;在 元 素 
边界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 ， 在 用 其 表示 应 变 函 数 
时 ， 则 满足 变 分 方程 《5.381)》 式 的 位 移 ,应力 函 数 为 塑性 形变 理 
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论 问 题 的 近似 解 。 
(2) 车 待 解 函数 在 元 素 交 界面 上 满足 交界 条 件 (5.3847 


5.386) 式 ， 在 边界 上 满足 边界 条 件 (5.387)、(5.388) RF, M 
满足 变 分 方程 (5.390) 式 的 位 移 、 上 应力 请 数 为 塑性 形变 理论 问 


题 的 近似 解 。 
EG oro B), 


L. eros as] (5.390) 


*(( g£ij 
5.4.12. 余 能 型 修正 变 分 原理 V1 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.341) 式 , 采 用 分 片 构造 待 解 函 


数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原型 。 


1. €3i9H . 
对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 


和 和 ,并 采用 分 片 构造 待 解 函数 , 当 和 构造 移 待 解 函 数 具 惫 下列 条 从 ， 
G) 在 元 崇 内 部 满足 平衡 方程 

( 34 +F;=0 
+Í 


9£,1 


(2) 在 元 素 边 界 上 应 变 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 用 其 2 


(5.391) 


示 应 力 函 数 时 ， 
则 使 下 面 泛 函 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 


理论 问题 的 近似 解 。 
Moos > [eae t+oweisldy 


sl «(o4 l; yas (5.392) 


BIPBC) (4. 243)3 Ale) (4.242) 3X. 
EB, (GUEST, GEEA kA (5.391) A, H 
i£m (5.392) 臣 得 


M 
一 GB. 
6M, =I e py =u, == O G;$ 
De s= lg ( 20] 


+Í; a CL + ; Ui ))8e Jae 
| T ot 
“| eno) aa 
ferme] 
Sg 


- tit upe( 2A u) las] =o (5.393) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
ZEE ri. (Va) (5.394) 
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EDE 


CGii—.: Jara, oo siz 
E FPE EPP 


{4 1 EN )=。 


JM] (5.394) Ko EAA A 


i $i) icm (Va) (5.395) 
23 一直 一 0 (Sa) (5.386) 

Um 一 1 dus 

(CRIDH > l; ) 一 0 (Sa), (Sas) (5.397) 

(oat *- (9^ u) =0 (Sa) (5.398) 

al; — P,—0 (S,) (5.398) 

8,—u;—0 (SO (5.400) 


由 上 述 分 析 可 知 , 泛 应 (5.392) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 
E (平衡 方程 ) 正 是 塑性 形变 理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 
故 在 安 分 约束 条 件 下 ， 和 使 泛 函 (5.392) 式 实现 王 信 条件 的 位 移 、 
应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 i 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 全 f 

若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 《5.391) 式 ; 在 元 素 边 
界 上 应 变 函 数 为 独立 构 造 的 边界 函数 ， 并 用 其 表示 应 力 函 数 时 ， 
由 使 泛 函 (5.392) 式 实 现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 访 函 数 为 塑 
性 形 灾 理论 问题 的 近似 解 。 

5。 余 能 型 边界 元 变 分 原理 如 

若 在 元 素 央 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 (5.391) 式 , 应 变 位 移 
方程 (5.395) XR. AARM (5.394) SX EU AGAR EAE RUE 

AOL BRI 8 REO je HL KOR JL GRO E, HH E RUE 

IAB (5.401) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函数 为 塑性 形变 理论 问题 
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的 近似 解 。 


| I [c;;1; — P j8u;ds— f ICER 


m ADEM SaqnS5 


B 1; yes (i uS (PAL, NS 
- E ffo -as 


Sab ^, 


+ (C0) — -(2 ^L) jeu? 


~ut uta (24 1, ) Jal-c (5.401) 
Y 
4. Em m REL (TX ES) 方程 如 

0) FERRARESI RC RUE SUITS (5.391) 式 ; 在 
元 素 边 界 上 应 变 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 ， 闪 用 应 变 函 数 去 示 
应 力 通 数 时 ， 刚 满足 变 分 方程 《5.393) 式 的 位 移 、 应 变 , 应 力 函 
数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 待 解 函 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交办 条件 (5.396— 
5.398) 式 ,在 边民 上 满足 边界 条 件 (5.399).(5.400) 式 , 则 满足 
FAHR (5.402) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 塑 性 形变 理论 JE] 
题 的 这 似 解 。 


让 


2?A 1 IAEN? EA 
+ (ou xn (puertos DEZ Jas} ~ 


(5.402^ 
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$5.5 塑性 流动 理论 的 修正 变 分 原理 


基于 重典 与 广义 变 分 原理 的 泛 本 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 
在 元 素 交 蚂 面 So 上， 要 求 待 解 函 数 满足 交办 条 件 《 或 称 为 连续 
性 条 件 )。 对 塑性 流动 理论 问题 而 言 ， 待 解 函 数 应 满足 的 交界 条件 
^ 
(1) 位 移 连 续 性 条 件 
dus—dus=0 (Sanr) (5.403) 
(2) 合力 连续 性 条 件 
(dorli) (do ul)! -0 (Sas) (5.404) 
在 满足 应 力 应 变 关 系 时 ， 圭 式 亦 可 写 为 


(84 Ge uy e ( 0A eu ) ya) =o (Sar) (8.405) 


a(deij) 3(dei;) 
或 写 为 
Ifa 8A(d eu) Y alfa BA(dqetr) , M — 
(ac T a(deis) L) To elit a(deis) L) % 


(Sas) (5.406) 

ERRORE, RRA HEA A i F, Mk 

塑性 流动 理论 问题 时 ， 待 解 函数 在 满足 塑 狂 流 动 理 论 前 四 类 基本 

方程 的 同时 ,还 必须 满足 交界 条 件 (5,403)、《5.404) 臣 (或 (5.403) 
与 (5;405) 式 ， 或 (5.403) 与 (5.406) 式 )。 


5.5.1 势能 型 修正 变 分 原理 I 


基于 古典 变 分 原理 的 泛 函 (3.51) 式 ， 对 辆 体系 统 进行 几何 齐 
分 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 在 元 素 内 部 构造 的 待 解 遂 数 不 满 
足 位 移 连 续 条 件 (5.403) 式 时 ， 为 了 保证 位 欧 连 续 性 条 件 成 立 , 采 
用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约束 条 件 (5.403) 式 导入 泛 函 {3,51) 式 中 ,在 
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泛 通 中 增加 了 修正 项 ， 即 
和 askaus aues (5.401) 


于 是 形成 了 势能 型 塑性 流动 理论 的 修正 变 分 原理 1 HZR. 

PETI 

.ONHBSBORUESEGBEUMEI, SBEMEGR ERU RDR 

fll, AREZ HEBR HERE 3, SATROEE IE) REREERCCRE 备 下 列 条 
ËF: 

(1) 在 元 素 内 部 满足 应 变 与 位 移 (1.64) 式 } 

O) 在 边界 S$, 上， 满足 边界 条 件 (1.70) 式 ， 

(3) 在 元 素 交 界面 5s, 上， 位 移 连 续 性 条 件 (5.403) 式 不 必 
i ER, 
则 使 下 面 诈 函 (5.408) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 增 量 、 应 变 增 NE 为 
塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

Msi X] [A(es))]do 


Va 


: fo 
一 | 证 = > Ai (duf ~—du?)ds 


S5034 Sabl Sap 


(5.408) 
其 中 4(dety) 为 (1.75) 式 ;1 为 交 蜡 面 So* 上 的 拉 氏 乘 子 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5,408) 式 可 得 
Alde: 
Gin -L (Qd CR dus av 


M 


一 a4kdet y — 
dl alders) h dFjs(auoas| 


So 
-E[ | (Ag vy pone 
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一 I pH gau), d locaucy ds 


+ [ tani -avias xm 0 (5.409) 


— A | 
(24e) =0 (Va) (5.410) 
duj—duj-0 (Sas) (5.411) 
a (SAPE 0 (Sa) Gua 
Arv (2 iem, y =0 (Sua) (5.413) 
riti - —dPi=0 (S) (5.414) 


出 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.408) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 
件 和 一 般 约 束 条 侍 正 是 塑性 流动 理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 
忻 。 因 此 ， 在 变 分 约束 条 忻 下 ， 使 沁 函 (5.408) 式 实现 斑 值 条 件 
的 位 移 增 量 。 应 变 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 项 理 I 

O) 若 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 (1,64) 式 ,在 边界 
上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 ， 在 元 素 交 界面 二 引入 独立 参 变 量 
4 时 , 则 使 泛 函 (5.408) 式 实现 三 值 条 件 的 位 移 增 量 、 应 变 增 基 、 
4 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 (1.64) 式 ,在 边界 
上 满足 位 移 边界 条 件 (1.70) 式 ;在 元 素 的 安 界 面 上 上 ， 令 


*.— gA(d )] 
ai= ES e 小 (5.415) 


BU T 7638 2€ yE ji Lh sn DELL ERE HARKER A RIT , fs 
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泛 果 (5.408) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 增 量 、 应 变 增 量 为 塑性 流动 
旺 论 问题 的 近似 解 。 

5.5.2 势能 型 修正 变 分 原理 I 

基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.377) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1、 变 分 问题 

对 苇 体 系统 进行 离散 分 害 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 范 数 ， 当 构造 的 待 解 函 数 满 只 下列 条 
ft; 

(0) 总 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 

(2) 在 元 素 边 界 上 ,位 黎 、 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 
时 ， 
则 使 下 面 泛 函 实现 驻 健 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 
理论 问题 的 近似 解 。 

2A 


esNdMl TEN QA. 
Mpa-: =í 2 doe idu; 2 a(dei; ) 
(aeu ; dur, dus, š ) 
WE lerm- 2A T 
s qa sd a 
2 R quya = [ dPiauias] 
Fa FACEM : 
(5.416) 
JaoBA(de i )J3(A.355)5%o 
证 明 ; ARER, MKG. ei 
FPES 
A m" TEN A afan. 
6Mpa-s = Sii 2 (doss sd, ED) 


=l Va 
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-L ( dess äus s= y dus, ]804e) 
(more), Seno ji 

- || aw ave (aen ceni 7 (asa 
M gJ duo s 

- ! (d —du1)8(ap1) + (aP —4PiD8(Qu 1) 
CN 


+( dp; 一 上 (ao 十 3 3) LJ (dw) las 
-,]. (enr - Meet aos JL) 


+(du— dai)s (ap) |as}= 

| (5.417) 
HHZ MSas LAP Cui ARE Ao 

根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


dz — (Va) (5.418) 


mo cm 
alden) 
deij— duss 一 5 du;,;-—0 (Va) (5.419) 


EE x 
Tet iu)" 0 (Va) (5.420) 


du:— dui —0  (S,),(S.) (5.421) 


TES (Lact udo ju-o 


s CS2), (Sa) (5.422) 
dP,—Pi-—0 " (Si) (5.423) 
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du,—dg;—0 (S,) (5.424) 

由 上 述 可 知 , 泛 函 (5.416) 式 的 变 分 条 件 正 是 塑性 流动 理论 的 
四 类 基本 方程 及 其 交界 条 件 ， 故 使 泛 画 (5.416) 式 实现 驻 值 条 件 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 

车 在 元 迷 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 边界 上 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 通 数 时 ， 则 使 泛 函 
《5.416) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 合 为 塑性 流动 理 
论 问题 前 近似 解 。 

5， 势 能 型 边界 元 变 分 原理 可 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 册 变 、 应 力 增 基 满 足 应 力 应 变 增 量 
(5.418) 式 、 应 变 位 移 增 量 (5.418) 式 及 平衡 方程 (5.420) 式 ; 在 
元 素 边 界 上 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 构 秆 前边 界 函 数 时 ， 岂 满足 边 
界 变 分 方程 (5,425) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 
问题 的 近似 解 。 


E(w -enya 


+(aP; — i (arr x 5) L J8(du) |as 
n 1 | (dus dut )&(4P1)-4 (aP —dP1)8(aut) 


^ (ar: Ei A 3r jectuo Jas 


EAM [ dwr 一 azDa(dP3) 


8403, 


+( api- glut Jt )scauo Jas} 


lI 
o2 


4. BEEUN EAE (ILI IR) SEI 
(1) 若 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 Xi 
界 上 独立 移 造 位 移 、 应 力 增 寻 为 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(5.417) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 
(2) 知 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 在 元 素 交 办 面 上 满足 实 界 条 
件 (5.421)、(5.422) 式 ,在 边界 S, ET REIR EE (5. 42175. 423) XX, 
TEX) ES, ERE ARE (5.422) 80(5.424)5X 8b, WERL E E 4 Jy # 
〈5.426) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 


xip- 1 (dow— P CUP f ede 


=S (des I dus dus,i8(d i) 


= (estu 3. &(du:) | àv juo 
(5.420) 


5.5.8. Pugeto 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 荡 (4.377) 式 ， 采 用 与 上 节 不 同 的 分 
片 构 造 待 解 水 数 ， 可 形成 下 面 各 类 修正 次 分 原型 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 荐 成 有 限 个 元 隶 之 
各， 并 采用 分 片 构造 待 解 医 数 ， 当 构造 的 待 解 函 数 满 足下 列 条 
f 

G) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 

(2) 在 无 素 边 界 上 位 移 增 量 为 独立 构造 的 边界 函 效 时 ， 
风 使 下 面 泛 苞 实 坝 驻 值 条 性 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 

"872 * 


ss 
Ína- Eo» AE doi; du: 一 T ade (dev 


上 1 1 
— i ij—— uj j- -den [doi 
2 Hij 2 Uji 5 tj ( j 


3.) |" -[ do ;;l;j(dui—duj)ds 
ë: Sa 


一 [ apiautds| (5.427) 


LAGER 


其 中 A(de;7) 为 (4,355) 式 。 
WA: EHER MZA. bcd 


-f des; 一 二 axo 一 nin 


nC s 5 (duo) |do | 
z T [(dui—dut)8(do 1) (dP; 
Bai 


— do ;;L;)6( dut )1ds — j [(du  — dš; ) 


Saa 


" 
* 8{ do jl; ) ]d jJ- zal | [(du? —dui) 

Sabi ab 
. ôl dosla) ] ds + j [ (du? —du$j)8(do ,;1;)? ]ds 
— | [ldoisls) 十 (dat 有] Š (àut ))ds] 


Sab 
= 0 (5.428) 
"373 ， 


TERMES RE 得 


dciy 一 dej 一 0 (V,) (5.429) 

deu— dus; ~ duns =0 (Va) (5.430} 
HEC 3. =0 (Va) (5.431) 
dui—dui-0 (S1),(84,) (5.432) 
du?—duj—0 (Sa) (5.433) 

(dao ;1;)? t- (do ssl)? =0 (Saa) (5.434) 
dP ,—de;1;=0 (S,) (5.435) 
dui—d¥:=0 (S,) (5.436) 


由 上 述 分 析 可 知 ? 泛 函 (5.427) 式 的 变 分 条 忻 正 是 塑性 流动 
理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 使 泛 函 (5.427) 式 实现 驻 值 
条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 
毕 。 

2， 势 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 互 
”着 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ;在 元 
素 边 界 上 位 移 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 R (5.427) 
式 实现 驻 值 条 件 的 位 黎 、 应 变 、 上 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 
近似 解 。 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 贡 

车 在 元 素 内 部 待 解 头 数 满足 应 力 应 变 增 量 (5.429) 式 .应 变 位 
移 增 量 (5.430) 式 .平衡 方程 (5.431) 式 ! 在 元 索 的 边界 上 位 移 增 
量 为 独立 构造 的 边界 通 数 央 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.437) 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 增 景 郴 数 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

» Í r (du —dut)8(do jl) 


4-184181 


tT(dP;—douli)6(duj)]ds 
+ [| ian asoecas test 


8 S 


4 >! [ [(duf—dui)5(d ouly lds 


Srp Sab 


+ | taut ar)a(douls) Jas 


Sab 


= [ [(do uL (4o alat Yo(dut)] ds] 
(5.437) 
4. ASIS (PS Dn) ARI 
著 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 狸 立 变量 函数 在 元 
崇 边 界 上 位 移 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
《5.428) 和 式 的 位 移 、 应 变 。 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 


5.5.4 势能 型 修正 变 分 原理 IV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.384) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 A 
数 ， 可 以 形成 下 而 各 奖 修 正 变 分 原理 。 

1. 变 分 三 题 

对 冰 体 系统 进行 离 知 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 函数 满足 下 列 条 件 ， 

(1) 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 增 量 为 独立 构造 的 变量 函数 

(2) 在 元 素 边 界 上 位 移 增 量 浪 独 立 构造 的 边界 函数 时 ， 
出 使 下 面 泛 函 (5.438) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 变 、 位 移 增 量 为 逆 忻 流 
动 理论 问题 的 近似 解 。 


Msa-4 -Xifi[4 (de) m yea (aes 


Va 


lu aus ya 6 — [ACID 
d dun jd usi) do Í ades) li dus 


—dui)ds 一 III iP vids] (5.438) 
sons) 
其 中 4(dei) 为 (4.355) 式 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.438) 式 可 得 
6M; E - (aes- yduss— i duss) Š (S) 
2A 
xt edu) Jav 


- [ ema ss) - 


SaS 
+( dP iE is jacàus )]as 
NM RNC dài) Em t) as) 
-pff [em Gt 9) 


Hauta Deest). 
"(Grec t) t Ge) a ode] 
=0 (5.439) 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
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dew— Ldus— d Ui,i=0 (Va) (5.440) 


(3^. = V.) (5.441 
cot 1 (Va) ( ) 
duj—dui-0 (S1). (8,4). (5.442) 
duj—duj-0 (Saa ) (5.442) 
3A y 8A y= METE 
165 L) Hen HJ O (Sa) ( ) 

_ JÀ < E ç 
aP, à(de. 79 (S,) (5.443) 
dui— dii=:0 (S2) (5.446) 


HB F3E2 A, Iu .438)3X I 2E 4 A PERI 2 CR 
-人 忻 【应 力 应 变 增 量 关 系 ) 下 是 塑性 流动 理论 的 全 部 基本 方程 ， 故 
泛 孝 (5.438) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流 
动 理论 癌 题 的 近似 解 。 证 毕 。 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 人 
FELKAR, CERAI EARS ETAR 
EMERE 35 $y XAR ALS A MR IZA (5.438) 实现 
驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
3. 势能 型 边界 元 变 分 厌 理 人 l 
ATEJ R ARE E Rc AE E SAKHI I (5:440 5X 3 8 y 
程 (5.441) 式 ， TRADA LAERA AIh HRDLA p rid, 
Vu] i EA PLE RECS. 44T AR ME Eg EE sh 理 
论 问 题 的 近似 解 。 
M M $ 
Y j [tauaut (2i L) 


ME 
P — A ; |Ò s ] 
+(a Pi Sa ja ui)|ds 
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+ [Caeau xg )]as] 


RIT 


[| [cant - au; De( 95 Pod 2! 


fad 


ET 


3a5=1 


t(dui— duijà 人 Du 小 (iit) 


+ (435) pa ut jas]-o (8.441) 
4. SEEK On xS) AEN 

(1) 若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 
在 元 素 边 界 上 位移 函数 为 独立 构造 的 边界 通 数 时 d [ui Z š 
(5.439) 式 实现 驻 值 条 性 位 移 、 应 次 增 晤 为 塑性 流动 理论 问题 的 
近似 解 。 

(2) 若 待 解 头 数 闽 元素 交界 面 上 满足 变 界 条 件 (5.442~ 
5.444) 式 ， 在 边界 S$, 上 满足 条 件 (5.442) 与 (5,445) 式 ,在 边界 Sz 
上 满足 边界 条 件 (5.446) 式 ， 则 满足 变 分 方程 (5.448) 式 的 位 移 、 
应 变 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


ET - (o pn ine: " 


=( 0). &( au)la € (5.448) 


5.5.5 势能 型 修正 变 分 原理 隐 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.391) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 区 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
DE LIS 
XPSUE SBT yj, ELSE UR E 2E SER EEZ 
. 378 . 


利 ， 并 采用 分 片 鸥 造 待 解 冰 数 ， 当 构造 的 待 解 函数 满足 下 列 条 
TE 

(1) TEXOEPSERRCE ERR Fe [EE RA RECS. 440) 
式 ， 

(2) 在 元 霄 边界 上 位 移 增 量 为 独立 构造 的 边界 画 数 时 ， 
则 使 下 面 泛 西 (5.449) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 上 应变 、 应力 增 量 
为 逆 性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


My,a-s= A 1 
i > [Ir (deu)]d o 


Ya 
-fl (iute 3) dnt) Jas 
一 dP,du; as] (5.449) | 
FART 


HRA denh den ERC.) 
ER: 在 驻 值 条 件 上 下， 由 泛 函 (5,449) 式 得 


5M，。,= x Hf = x (ar Ae oen 


asli 
ci uri (uc) ae 
- ew dui (5 deut; 7 


4 (a 五; 一 (dt s, 5) Dj6(da ui) Jas 


— li | (àu«—a200 (34e 


Salso 


jg z EUR des] 


39197 


二 $ [aaa (( ao 


Sap-^1 5 S55 


* 2 alden) Ju) Jas 


+ Í [(aut- aut »(( LET Er yv y jas 
= J [ae 3d) 


t (Eae 25 -u y ]&auna s] o 
(5.450) 
M rh 3A EE ARRAES. 440). 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


—_ À ` _ ° 
do: Seded) 0 (Va) (5.451) 
3A I n AS 
G dTi; 十 一 9 ibas = 0 (Va) (5.452) 
duj-—dui-0 (Si), (Sas) (5,453) 
dui—dui-0 (Sa) (5.454) 


IG doctus jv | «d do xe Ju | =° 
(Sas) (5.455) 


ap,- (2 dont d =0 (S,) (5.456) 


2 xd DL 
du;—dau;—0 (Sa) (5.457) 

出 上 述 分 析 可 知 ， 泛 郊 (5.449) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 件 

正 是 加 性 流动 囊 论 问题 的 近 亿 解 ， 故 在 变 分 约束 条 件 下 使 泛 咒 
《5.449) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 此 力 增 量 为 塑性 流动 理 
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论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 Y 

党 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 增 量 满足 上 应变 位 移 增 基 (5.440) 式 ， 
闻 元 素 边 界 上 位 移 增 量 为 独立 掏 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 槛 
《5.449) 式 实现 驻 值 条 件 前 位 移 。 应 野 、 应 力 增 量 为 塑性 流 动 理 
论 问题 的 近似 解 。 

5， 势能 独 边 界 元 空 分 原理 了 

着 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 变 位 移 增 量 (5.440) 式 、 应 JI 
应 变 增 量 (5.451) 式 、 平衡 方程 (5.452) 式 ， 在 元 素 边 界 .上 位 移 增 
量 为 独立 构造 的 边 办 函数 时 ， 则 汶 足 下 面 边 界 变 分 方程 (5.458) 
式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


» . 
»» Ji (dui —dui (7. -dout 3e) " 


(ab; 一 3 (rt aou ciui Jas 


* 1 | àuc-dut)8 (< des 105 Jt Jas] 


£ $ [ean (à e Enis ) jas 


+ J| [ice (avs Perm y Jas 


eG (z(a Ao Ju J + (oe 


uim ]acaupas }=0 (5.458) 
4. 势能 型 加 权 祭 数 (U M DDR) 方程 了 
(i) 千林 元 素 内 部 位 移 。 应 变 增 量 满 足 应 变 位 移 增 量 
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(5.440) 式 ,在 元 素 边 界 上 位 移 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 
满足 变 分 方程 (5.450 ) 式 的 位 移 。 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 JBE 
论 问题 的 近似 解 。 

(2) 若 待 解 函 数 在 元 素 边 界 上 满足 交界 条 件 (5.453 人 ~ 
5.455) 式 ,在 边界 Sr 上 满足 (5.453) 与 (5.456) 式 ， 在 边界 Ss 上 W 
足 (5.457) 式 ， 则 满足 变 分 方程 (5.459) 式 的 应 变 、 应 力 、 位 移 增 
量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 . 


zipi- ; (deis— ipede 


6-21 
- (eui D ECONME v]-o 
(5.459) 


5.5.6 JANEE SELVI 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 画 (4.402) 式 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函 


” 数 ， : 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 


. 变 分 问题 
ge E 把 罚 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ，. 并 采用 分 片 构 造 待 解 函数 ， 洛 构造 的 待 解 函数 具备 下 列 条 
ËF: 
O) TEC AREARE EY ANE 


Flinta (5.460) 
(2) 在 元 素 边 春 上 应 力 增 量 为 独立 构 造 的 边界 沙 数 时 ， 
WE TRS. 461)35SC JUB IR AR PEL DLE. Me. JJ E 
为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
_ BT iau. 
wea XUI 1 de od es, |de 


+ 382 v 


一 [| ap: — 1G erm ands 


Bs 
+ [| eene as] (5.461) 
S 335 J 


其 中 4A(dei) 为 用 dery 表 示 的 (4. 355) 式 。 

证 明 ， 在 驻 值 条 住 下 ， 利 用 变 分 约束 条 4t(5.460)3X, Hi 泛 
函 (5.461) 式 可 得 

8M;a.- = Sfl- (a su Ld us dus J8(a6 2) 
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二 < [f [eer- (no 


Sap7l M Sas 
tud. ju onde 
*J [7G ECC s) jecáueyas 
— || iaug- au: )a(dPi)las }=。 . (8.462) 
Sap 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
。383 ， 


ders -ià Tt 了 一 rdus (Va) (5.463) 


g^ Cdei( dui) 


doc; ru 3 
xd alde) =0 (Va) (5.484) 
mirang | (Sab) (5.465) 
aPi 一 | ld 1 2A 1 = 

t (i gig ~ ; Econ 0 


(S2, (S4, ) (5.468) 


aPi-[(Taest1. 25 Ju =o (a) Gen 


- 3A | 
d P; (3 Cp n Pn =0 (S,) (5.468) 


du: —dZ:-0 (S2) (5.468) 
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件 正 是 塑性 流动 理论 的 四 类 基 末 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 
条 件 下 使 泛 函 (5.461) 式 实现 驻 借条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 
为 塑 几 流 动 理论 癌 题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 寻 

车 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (5.460 ) 式 ;在 元 素 边 界 
上 应力 增 量 为 独立 构造 的 边界 了 沙 数 时 ， 则 后 泛 函 (5.461) 式 实现 
驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 

s. 势能 型 边界 元 变 分 原理 人 

若 在 元 束 内 部 待 解 函数 满足 平 窒 方程 (5.460) 式 .应变 位 移 增 
量 关 系 (5.463 ) 式 、 应 力 位 移 增 量 关 系 (5.464) 式 ! 在 元 素 边 界 上 
应 力 增 量 为 独立 构造 的 边 焉 函数 时 , 则 满足 边界 变 分 方程 (5.470) 
式 的 位 黎 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
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| r [ap — L (asot e) Joc duods 


- 


ot gans | 
+ api L (aet MAD jeu) 


4 (duc—dic)8 (áP: ylas} 


,Te nr 


Sap l Bab 

+ a eet) ) nn 

— [taut ~au?)a(dPps)lds}=0 | (5.410) 
Sap 


4. ktam R ANC (PX SO EL 

(1) 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 ( 5.460) 式 在 元 
xA NULL EASIEST AL Dr goo E 
《5.462) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
fit. 

(2) 著 待 解 函数 在 元 素 交 界面 上 M 足 交 界 条 件 (5.465~ 
5.467) 式 ， 在 边界 S; 上 满足 边界 条 件 (5,463) 式 ， 在 边界 $2 上 满 
gà Ak (5. A66) (5. 469) SRM, 出 满足 变 分 方程 (5.471) 式 前 位 
E. UE. p B H Bbk W gp PS ELE 


x 
1 1 1 Na 
一 一 deu durni dusi ôl dagi ). 
xi A, 2 a i 
gACd eu ui) ( 
wi. MESE LL P : 5.411) 
(aois a Jatae«) àv 
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5.5.7 余 能 型 修正 变 分 原理 


基于 古典 变 分 原理 的 泛 函 (3.52) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 剖 
分 ， 采 用 分 片 绝 造 待 解 函 数 ， 尝 在 元 素 内 部 构造 的 待 解 函数 不 满 
足 交 输 条 件 (5,404) 式 { 或 (5.405) 式 ， 或 (5.406) 式 ) 时 ， 为 了 保 
证 合力 的 连续 性 条 件 成 立 ， 采 用 拉 氏 乘 学 法 ， 将 变 分 约束 条 件 
(5.404) 式 导入 泛 函 (3,52) 式 中 ， 在 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 即 


[| asttaecto + Ca oy aas (5.472) 
565 


从 而 形成 了 余 能 型 修正 变 分 原理 D RIZ ES 

1. 变 分 问题 

对 男 体 系统 进行 离散 分 割 ，. 把 加 体系 统 分 制 成 有 限 个 元 素 之 
利 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， TRENDER ETA 
tja 

(1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1.63) 式 ; 

(2) 在 边界 3: 上 满足 边界 条 件 (1.69) 式 ; 

(3) 在 元 素 边 界 上 合力 连续 性 条 件 (5.404) 式 不 必 满 足 时 ， 
则 使 下 面 泛 函 (5.473) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 增 量 为 塑性 
流动 理论 问题 的 近似 解 。 


Masc XL [traen e- Ill dide cds] 
ail. 82382 


= y: EE t Cous;L) * + Corista)? Jds (8.473) 
Sop718ay 
其 中 B(dct) 为 (1.76) 式 ) ARXA MSas LERRET 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 考 虑 到 变 分 约束 条 件 (1,63) 式 ， 由 泛 
蕊 (5.473 ) 式 得 
" 386 + 


E xi Ee (auns 


6Gzi Vo 
dau )letae «oa v 


= Í (dii —duc)6(doi;l;)ds 


Safsg 


Sq 
hs [ tam not ei vea 
Sap-t ‘Sap 


+( Ai —du$)6(do;;l;)^ 


HAT -du(d cu? as)=0 (5.474) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
aB lla. 

"ades 2 (dui; dui, :)20 (Va) (5.415) 
dš —duí=0 (S2) (5.476) 
ÀAi—dui-0 (Sas) (5.477) 
.A$—dui—0 (Sa) (5.478) 
(doil) -- (do uL) =0 (Sa) (85.419) 


由 上 述 柯 知 ， 泛 函 (5.473) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 件 ( 平 
衡 方 程 与 力 的 边界 条 件 ) 和 一 般 约 束 条 件 〈 频 力 应 变 增 量 关系 ) 
正 蚌 逆 性 流动 理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 在 变 分 约束 条 
件 下 ， 使 泛 阔 (5,473) 式 实现 驻 什 条 件 的 应 力 、 位 移 增 量 为 塑性 
流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 有余 能 型 有 跟 元 修正 变 分 原理 I 

(1) 车 应 力 函 数 在 元 素 由 部 满足 平衡 方程 (1.63) 式 ， 在 边 
界 上 满足 力 的 边界 条 件 (1.69) 式 ， 在 元 素 边 界 上 导入 独立 参 变量 
4 网 使 泛 函 (65.473) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 方 ,位 移 增 量 与 乘 子 11 
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为 塑性 流 劲 理论 问题 的 近似 解 。 
(2) 若 应 力 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1.63) 式 ,在 边 囚 
上 满足 力 的 边界 条 件 (1.69) 式 ， 在 元 素 交 田 面 上 ， 令 
4 一 Qu 
邑 在 元 素 交 界面 上 独立 构造 应 力 函 数 为 边界 函数 时， 则 it Z d 
《5.473) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 、 位 移 增 量 为 塑性 流动 理论 问 题 
的 近似 解 。 


5.5.8 余 能 型 修正 变 分 原理 H 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.434) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 耳 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 加 体系 统 进行 离散 分 割 ， 把 园 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ,并 采用 分 片 冤 造 待 解 函 数 , 半 构 造 的 待 解 函数 满足 上 下列 条 件 ; 

(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 通 数 为 独立 变量 函数 ; 

(2》 在 元 素 边界 上 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 移 造 的 边界 数 
时 ， 
则 使 泛 函 (5.485) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 逆 
性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


Mrs -Ma ns 
* (585), 090] e0- fa (es 
—dPi Jas- [ daiaptds } (5.485) 
Sonss 


其 中 A(dei;) 为 泪 dety 表 示 的 (4.355) 式 ，B(do't1) 为 用 dot 表示 
的 (4.356) 式 。 
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证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 册 泛 函 (5.485) 式 得 


— x z) dou) 


lEs ij 


L, @(dui)+(dci; 


_ 2: 

ai EEr r) 
zL NE NC 
JH (saec ePi} 


十 (das 一 duaf- 2il ) as 


= JK [( sap aP.)Cdut) 


a 061 


十 (Cd 地 一 aaa( -4 aids "iu s) jas 


duxi)6(de:s) id Jav 


3 E IG ge api Ja(4ut)+ (du 


-aoa( AA. jh) Giao) Jas] 
一 0 (8.488) 
其 中 在 元 素 交 界面 上 du 5(dP; ) 为 由 消 项 。 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


aB 
a. a m) * 5. 
8 67 S dou) (Va) (5.487) 
ER - f 
Cis" ? (Vs) (5.488) 
T A — (1 
zen alae ran E dust >d Uj, g- 0 


利用 (5.487) 式 ，. 上 式 变 为 


° 389 + 


de u~ auns — us =o ` C.Y (5.489) 


qu MA (S1) (S2) (Se) (5.490) 
ul —dP;=0 (S,),(S,.) (5.491) 
pe —áP =0 : (S,) (5.492) 
a (Sa) (8.493) 


HEEJ, ZAG 485) 式 的 变 分 条 忻 正 是 塑 竹 Un xl 
理论 的 四 类 基本 方程 及 交 翼 条 件 ， 故 使 泛 画 (5.485) 式 实现 驻 值 
条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 
毕 。 

2.、 余 能 型 有 限 元 修正 硝 分 原理 了 

车 在 元 崇 内 部 位 移 、 应 空 、 应 力 增 里 为 独立 变量 函数 ; 在 元 
素 的 边界 上 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 画 数 时 ， 则 使 泛 函 
(5.485) 式 实现 斑 值 条 件 的 位 移 、 应 变 。 应 力 增 量 为 塑性 流 动 理 
论 问 题 前 近似 解 。 

5， 余 能 型 边界 元 次 分 原理 

若 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 应 力 应 变 增 量 (5.487) 式 .平衡 方 
程 (5.488) 式 。 应 变 位 移 增 量 (5.489) 式 ! 在 元 素 边界 上 位 移 、 应 
力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.494) 
式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
>! Gto e aPi i)e(dur) 


azı! 
PES rod y)e 


+i E Ae ys- dP.)&(aut) 


FPREe 
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Nas M nV s 


Saóís2 


d 2 ) 


+(dar 一 aa9)5(aP?)|as}=。 (5.494) 


A. fkRE RUM bURER (P XS) FRI 

O) 21: DSP. RAE. AJARANE Br pa n 
在 元 崇 边 界 上 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 外 满足 
恋 分 方程 (5.486) 式 的 位 移 , 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 
的 近似 解 。 

(2) 蔡 待 解 还 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交界 条 件 (5.490)、 
(5.491) 式 ， 在 边界 Si 上 满足 条 件 (5.490) 与 (5,492) 式 ， 在 边 
寞 Ss 上 满足 条 件 (5.4980)、(5.491)、(5.493) 式 时 ， 则 满足 泛 酒 
(5,495) 式 的 位 移 , 应 变 ,应 力 增 量 为 塑 住 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


C £(— s CDS (325, öldu) 


2*A 


(aes a 


(; Ati} 


dus ))8( de:s) dv] o (5.495) 


.5.5.9 余 能 型 修正 变 分 原理 JJ 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 遂 (4.434) 式 ， 采 用 不 同 于 上 节 的 分 
片 构造 的 待 解 函 数 类 ， 从 而 形成 下 面 各 类 修正 变 分 诛 理 。 
“1。 变 分 问题 
对 加 体系 统 进 行 离散 分 割 ， 把 加 体系 统 分 割 成 有 限 个 元 者 之 
”391， 


和 ,并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 , 当 构 造 的 待 解 画 数 满足 下 列 条 件 : 
(1) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 广 力 增 量 为 独立 变量 函数 
(2) 在 元 素 边界 上 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 冰 数 时 ， 
出 使 下 面 泛 阴 (5.496) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 
为 塑性 流动 理论 疝 题 的 近似 解 。 
Mom 1 [ Bio de i;deis 


a=1 Fu 


+ (su), Gas) os 


-Je«( 3 95 yl dp? as 一 dzidPjds] 


Sans 
j (5.496) 
其 中 A(tqdesj) 为 用 detjy 表 示 的 (4.355) 式 ，B(dgts) 为 用 doc 表示 
的 (4.356) 式 。 
WEBB: 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 阔 (5.496) 式 可 得 


Mpo -s= xm deu x58 Cdo) 


a= 1ly 


| 2A C : aA 
+ (69). B(duc) t (ac 一 EDT alder 


(i duc jd dus. ))& dess) Jav 


= Ir (pe 一 4P, )adus) |as 


FPGEE 


-[ GES ji cai ecu) 


Sgfl 8, 


*(u-du)S(aPr la s} 
-> LE 085) u) - -aPt flau) às 
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十 Ge (tl: = dB; JaCau)y as 


e € )]ds }=0 (5.497) 


Sab 


根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 


3B _ 
dei; aan) 0 (Va) (5.498) 
dc s — gA (i "dui ++ —du;, 小 = 一 0 
EEATT 
利用 (5.498) 式 ， 上 式 可 变 为 

dess— (duo; dus i) 0 (Va) (5.499) 
(24), - Ca 
du 1—duli-—0 (Sa, ) (5.501) 
z aå Ea # — e 
na) dP; =0 (82), (Sas) (5.502) 
(EE y 一 4P; 一 0 (Sas) (5.503) 
s CEL ; —dP,-0 (S,) (5.504) 
dà;—du;—0 ($4) (5.505) 


由 上述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.496) 式 的 变 分 条 和 件 正 是 塑性 流动 
理论 的 四 类 基本 方程 及 交界 条 件 ， 故 使 涝 了 鸥 (5.496) 式 实现 驻 值 
条 人 性 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 证 
毕 。 

2， 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 下 

若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 卉 量 均 为 独立 变量 函数 ， 在 
元 素 边 洽 上 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 使 泛 函 (5.496) 

. 393 œ 


式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 
近似 解 。 

3、 余 能 型 边界 元 变 分 原理 下 

若 在 元 素 内 部 待 解 画 数 满足 应 力 应 变 增 晤 (5.498) 式 、 应 变 
位 移 增 量 (5 ,499) 式 、 平 衡 方程 (5.500) 式 ;在 元 素 边 界 上 应 力 增 
量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.506) 式 的 
位 移 、 应 变 、 频 为 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


>l D, 125 


+ [ (seu apt)scau) 


ganso 


l; -aP. |aCdui)as 


4 (dg; —du (PD) Jas] 


n EUG my 


Halip) 一 aP; Ja(du) 


$ (asc aue (apr) asj-o : (5.506) 


4. 余 能 型 加 权 余 数 〈 广 义 做 略 金 ) AE 

车 硅 元 素 内 部 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ， 在 元 
素 边界 上 应 力 增 量 为 狐 立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 
《5.497) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 


5.5.10. 余 能 型 修正 变 分 原理 IV 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.445) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
` 394 + 


数 ， 可 以 形 矶 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 

对 国体 系统 进行 离散 分 窜 ， 把 辐 体 系统 分 割 成 有 有限 个 元 内 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 元 数 ， 当 构造 的 待 解 函数 满 外 下列 条 
f 

O) 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ; 

(2) 在 元 素 边界 上 应 力 增 量 为 独立 构 吐 的 边 园 函 数 时 ， 
则 使 下 面 泛 活 (5.507?》 式 实现 驻 信 条 件 的 位 移 、 应 力 增 量 为 塑性 
流动 理论 问题 的 近似 解 。 l 

Mas -= X| [atio du, (dco)jan 


a=1 Ya 


— [aaa api )ds 


Sa 
一 [I andpias] (5.507) 
8-n$3, 
其 中 BCducty ) 为 用 da 表示 的 (4.356) 式 。 
证 明 : 在 亲信 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.507) 式 订 得 


M po a-L t (a dou) ide — ds, Jr 


EA 


«(dois ;)6(d ui) jào 


4 [ [do 1; —daP :)6( dui)ds 


Saflsl 


= || [(dc.1;—dP1)8(dui) 


B5$5 


T(düii—du;)8( dPj as] 
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过 Y m [(do 1; )^ —aPt£]86Cdui)" ds 


Sabl (Sab 


E | [{aowli) —aP$25Cdui)^ds 


Sab 
as j [Cau — du? )&(dP;)ds jl (5.508) 
Sab 
Mx 4 EGERRSUM. 14 
aB 1 a es f 
ICU) uri z duri 0 (Va) (5.509) 
daipy=10 (Va) (5.510) 
(dol) —dP:=0 (Sa), (Sas) (5.511) 
(do ijl;)? —dPj =0 (Sas) (5.512) 
dut —duj-0 (Saa) (5.513) 
doi;l;— dP :=0 (S,) (5.514) 
dš —àu;=0 (S5) (5.515) 


出 上 述 分 析 证 知 , 泛 荡 (5.597) 式 的 充分 条 件 和 一 般 约 束 条 件 
(应力 应 变 增 量 关 系 ) 正 是 塑性 流动 理论 的 下 类 基本 方程 及 交界 条 
件 ， 故 泛 一 (5.507) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 增 量 为 弛 PE E 
动 理论 问题 的 近似 解 。 证 毕 。 

2. 余 能 型 育 限 元 修正 变 分 原理 村 

车 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 增 量 为 独立 变量 耳 数 ， 在 元 素 边 界 
上 应 力 赠 晶 为 独立 钩 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 65.507) AKSI 
驻 值 条 件 的 位 移 、 应 力 培 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 和 解 。 

3. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 

和 若 在 元 素 内 部 位 移 、 应 力 境 醒 满 足 应 力 位 移 增 量 45.509) 式 、 
平衡 方程 (5.510) Xa 在 元 素 边 界 上 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 
BEER. MUS REG E47; (5.516 5505 LER 171 RI 为 38 
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性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


型 
i i Lde ol; dP;]9(dui)ds 
2*1* sns 

us [Į f(de 1; —dP1)6(dud) 


Sa» 
d (dgi—dui)8( dP as] 


s 
十 Y | II [Cdo ib Y —dPile(dui)' ds 


Sap-l Sab 


" | [do ul; -aP1]8CduiY ds 


Sab 


= | Kaui -aupacapi) ds) o (8.516) 


4. RESEDA Sk (P MO NES S) 方程 了 

M) ZUEO0X NR. PJ EIE I v YER U 1 S A Ër, 
ERRUR y JJ 88 SEP ovr ap REA SL ba Een, BMW IE 7E Jy 
程 (5.508) 式 的 位 移 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

(2) 车 待 解 函 数 在 元 烷 交 界面 上 满足 交界 条 人 和 件 (5.511~ 
5.513) 式 ， 在 边界 S; 上 满足 条 件 (5.514) 式 ,在 边 儿 Sa 上 满 是 条 
件 (5.511) 与 (5.515) 式 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.517) 式 的 位 移 ,应 
力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近 他 解 。 
xf 5-1 duo; 一 3 du;.iJó(do i) 


scily, 


* (doi)), (dus) Jav j=0 (5.517) 
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8.5.11 余 能 型 修正 变 分 原理 V 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.446) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. S84 9H 

XIBMEZ EEG BUM, IEEE y EUR 302 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 ， 当 构造 的 待 解 函数 满足 下 列 条 
fF: 

DETTTLILNETITULTTILIT E) 
sÑ; 

(2) ERRAR E EE 8 Ek AIHERRA 
出 使 下 面 泛 函 (5.518) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 。 应 力 增 量 
为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


zi 1 
M, -s = xi — B(do:;) - —-do:;deu 
«ca^ y, 2 
1 EE 
十 do (4 duss + --d t, Jin), Jav 


-Jaaa )- GO] neas 


一 [Í aa, ( à (Gace st) as) (5.518) 


Saft, 


1 
2 


K'BAC(des) 为 用 detjy 表 示 的 《4.355) 3Xy BCdciy) 为 用 da ¿& 
mg(4.358) X; 
证 明 : 在 驻 值 条 件 下 ， 利 用 变 分 约 东 条 件 (5.499) 式 ， 由 泛 
函 (5.518) 式 可 得 
M 
e JUD a ERES; 
BM am EUG lduns— e LC 


4-1 Fa 


. 308 > 


+ (a5. 3(dus) lav 


一 I Gio l; —dPi Jecavo [as 


Sa 


i [ (ee: s) L)- (Gesn) Joss 


San 


一 f [canau (aet) Jas] 


Sq 5 
i E 1 [Gasp ) m P2] Jaca ui) ds 


| + lato) -ħaa y) pennas 


一 和 [as 一 (de Je ds] -o 


" (5.519) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 | 
ides — idus Tue 7 
利用 变 分 约束 条 件 上 式 可 变 为 
deu — ae y- (Va) (5.520) 
(xà). 7 (Va) (5.521) 
duf—dui-0 (Sas) (5.522) 


3A : JA die 
(acie) = = 
(S2),(So») (5.523) 
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EEY — (asp) 7? (Sas) (5.524) 


an —dP;-0 (S,) (5.525) 
du—du=0 (S,) (5.526) 
岂 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.518) 式 的 变 分 条 件 和 变 分 约束 条 
件 正 蚌 塑 性 流动 理论 的 四 类 基本 方程 及 仿 界 条 件 ， 故 在 实 分 约束 
条 人 忻 下 ， 使 泛 画 (5.518) 式 实 现 肚 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 
量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 V 
若 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 增 最 满足 应 变 位 移 增 量 (5.499) 式 : 
在 元 素 边 界 土 应变 增 量 为 独立 录 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 
(5.518) 式 实现 星 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 晤 为 塑性 流动 理 
论 问 题 特 近似 解 。 
$. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 V 
若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 变 位 移 瑞 量 (5.499) 式 、 应 力 
应 变 增 量 (5.520) 式 、 平 衡 方程 (5.521) 式 ， 在 元 素 边界 上 应 变 增 
量 为 独立 构 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.527) 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 赠 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


Xl DE dl na ons 


T To Gea )- GO y) aauoas 


Sans, 


et (xac) 8°) 


` A00 * 


* J (seco) — (aqe) Jecau)as 


= fe dui - (hu 38 (x 42. j" j ds|-o (5.527) 


4, eR. (XUI RO TRY 

车 在 元 泰 内 部 应 变 、 位 移 增 盟 满足 应 变 位 移 增 基 (5.499) 式 ， 
在 元 束 边 园 上 应 变 增 量 为 独立 构造 的 边界 酒 数 时 ， 则 满足 变 分 方 
- 程 (5.519) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 


5.5.12. 余 能 型 修正 变 分 原理 VI 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.458) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 SER ë 
数 ， 可 以 形成 以 下 各 类 收 正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 洒 构造 的 待 解 函数 具备 直列 条 件 ， 
| (1) 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (5.521) 式 ， 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 变 增 鼻 为 独立 构 井 的 边界 函数 ,并 用 其 
表示 应 力 增 量 时 ， 
则 使 下 面 泛 史 (5.528) 式 实现 驻 值 条件 的 位 称 、 应 变 、 应 力 增 其 
为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


x 
M, - s == 2, [[c Beendete 
az] Y 


= 8AÀ i 
"E EISE PESE CETUR, e 
Jenja SIE Fermi. jes 


E E uy poras 
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Sp e enm 
a 2 


其 中 A(dst ) 为 用 dei 下 了 未 的 (4.355) 式 ! Blao) AH dos 表示 
的 (4.356) 式 。 

庶 明 ， 在 斑 俏 条 件 下 ， 利 用 变 分 约束 条 件 (5.521) 式 ， 由 iE 
(5.528) 式 可 得 


aM, => | f ead) 


十 (acis -a inn dui dus )) 


* (dei) Jae 


= I| [Cao 1 —d P )8(dui)Jds 


Sg 31 


=" Í [(a outs- PETI Jecawo 


re 2 Jes} 


- E [Leer Gto] 


Saa"! 


- 6(dui)'ds 
+ I [a 011l;)* — Em y^ Y aCauyas 


- 了 Lau — (uc J 8(5: 25 ) ds}=0 
(5.529) 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 
+ 402 < 


aB 
— - -一 .一 == .b3 
d ers En 1) 0 (Va) (5 a 0) 


9?*A 1 1 
cE Le pA e Va 
do iie ol duss + Š qt ) E 
利用 (5.530) 式 ， 上 式 变 为 
des — duci dus ico (Va) (5.521) 
duf—du?-0 (Sa. j (5.532) 


` 


(doil) -( 2A =0 (Sa) (Sas) (5.583) 


atien t 


"X uu " 
(dol; (xt) =0 (San) (5.534) 
dc il; -aP:—0 (S1) (5.535) 
dü;—dui-—0 (Ss) (5.536) 


HERATA, (uk (5. 528 )oR UU dE ZA CIR 109 HC 2 
件 正 是 塑性 流动 理论 的 四 类 基本 方程 用 交手 条 件 ， 故 在 变 分 约束 
条 忻 下 ， 使 泛 消 (5.528) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 、 应 变 、 应力 增 
量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 WI 

若 在 元 素 欠 部 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (5.499)] 式 ;在 元 素 边 界 
上 应 变 增 量 为 独立 构 造 的 边界 衣 数 ， 并 用 所 表示 应力 函数 ， 册 使 
泛 函 (5.528) 式 实 规 驻 值 条 件 的 位 移 ,应 变 、 应 力 增 最 为 塑性 流动 
理论 名 题 的 近似 解 。 | 

$. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 

在 元 素 内 部 若 待 解 函 数 满足 平 稀 方 程 (5.499), 应 力 应 安 增 量 
(5.530) 式 ， 应 变 位 移 增 旺 (5.531? 式 ， 人 在 元 素 边 界 上 应 变 增 R 
为 独立 构造 的 这 界 函 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.537) 式 的 位 
萝 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


'" 4037 


>| | [(do jd ;)—dP J5(du:)ds 


+ [| [ar (55:50) oco 


8ansS2 


十 (da 一 de) 5(5 yu) [as] 


"ES I [ease C qe DELCOET 


Sa b =1 Sob 
e 2222 — (425) Jacan as 


- [| (amo - cane eos x Ly ds}=0 (5.537) 
4. $RÉERIDELARE (Ir xd E) 7:98 

《1) # 42865 SS CUR L 4 71: 86(5.499) XX, 在 元 素 
边界 下 应 变 增 量 为 独立 构造 的 边界 通 数 ， 并 用 其 天 示 应 力 增 量 ， 
则 满足 变 分 方程 (5.529) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 堪 量 为 塑性 流动 
型 论 问题 的 近似 解 。 

(2) 待 解 秀 数 在 元 素 交 界面 上 满足 交界 条 人 忻 (5.532~ 
5.534) 式 ， 在 边 蜡 S: 上 满足 边 失 条 件 (5.535) 式 ， 在 边界 S, l: 
满足 条 件 (5.533) 与 (5.536) 式 时 ， 则 洪 足 变 分 方 程 (5.538) 式 的 
位 移 、 应 变 、 虚 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

xit £11— i àl doss) 

3A 
dal deis)a(der)\ 2 


. &(des) Jav}=0 (5.538) 


* (ae (i dui; 十 一 了 ar) 
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$5.6 里 变 理论 的 修正 变 分 原理 


在 离散 分 析 过 程 中 ， 基 于 上 古典 变 分 原理 的 泛 画 ， 或 广义 变 分 
诛 理 的 泛 殉 的 基础 上 ， 采 用 分 片 构造 待 解 阔 数 去 解决 化 定 续 变 流 
动 理论 问题 时 ， 待 解 函 数 在 满足 稳定 蠕 变 流动 理论 的 由 类 壬 本 方 
程 的 同时 ， 还 必须 满足 交界 条 件 (或 称 为 连续 信条 件 )。 

MAKAR B EA R BEGR ER Sao ERRE BJ 
条 件 ， 上 其 条 件 为 : 

(1) fw EHE E E A I 


(41)" — (i)? 20 (Sas) (5.539) 
(2) 合力 连续 性 条 件 
《ai 十 (cl 一 0 (Sas) (5.540) 


REDIMERE, Bp 
(29 (H Jnl) T (Gg(H)eb)! «0 
(Saa) (5.541) 
或 为 


1 ya) 
[s Gne (Denn 


Fes (a 4-2 ug Hye] =o 
| {Sas} (5.542) 
DB ffe =à: = AEREE E yn T R E PET s 
5.6.1 Jibi d ERI 


38 T V EIE AE ISGIBES 7 IR (3. 57)5X,. RAHA Xt PEE GE 

3x, HER PIRE BUTS EPS bro FEDERE VE PETER FE ( 5.539) 

式 时 ， 为 了 保证 位 移 连 续 性 条 件 成 立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约 
* 405 ° 


来 条 件 (5.539) 式 导入 泛 炮 (3.57) 式 中 ， 在 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 
Bp 
[arta - (oon Jas (5.543) 
Sap 
CT RÉEL f FEE IEEE A REL 
1， 变 分 问题 
对 同体 系统 进行 离散 分 厦 ， 把 男 体 系统 分 皋 成 有 限 个 元 喜之 
和 阳 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 当 构造 的 待 解 酌 数 具 签 下 列 条 
fF. 
(1) 应 变速 度 与 位 移 速 度 满足 (1.93) 式 ， 
(2) 在 边界 S$， 上 满足 位 称 迪 界 条 件 (1.99) >Ñ; 
(3) 在 元 素 交 界面 So 上， 位 移 速 底 连 续 性 条 件 (5.539) 式 
Toby E 
(4) 满足 不 可 压缩 条 件 〈1.100)》 RE, 
MEFA (5.544) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 速 度 ,应 变速 度 为 
稳定 后 变 流 动 理论 问题 的 近似 组 。 


M 
Mea- pem Y aco pada 
G=1 Ya 


一 Panas} — = [| att -anas (5.544) 
sans: Sag7l Soap 
其 中 人 A(847) 为 (1.101) 式 ， A173 PLUS, 上 的 拉 氏 乘 子 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 , 考 洗 到 变 分 约束 条 件 (1.93) 式 、 一 般 约 
束 条 件 (1.94) 式 和 不 可 压缩 条 件 (1.100) 式 ， 由 泛 函 (5.544) 式 可 
得 : 
z JA (ë > x 
SM... => ||] [( PE T P. ]5a«av 


Ya 
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= III (24 (01, — P ias] 


Saña, ` 


- Ë (Let 


Sg5-l Sag 
AK BAL), Y° Ya. 
t(u- Ss) ow 
tlala i ]as}=0 (5.545) 
HB T962, 0a], SAGCHEEXZX HR IESS B 3k, RI ENA Æ 
本 引 理 得 


(2482) +P (ogl Hi) + F= F =o 
Bi :3 

(Va) (5.546) 
式 中 ai 一 gt 一 0 并 路 去 弹性 变形 


àj—à41-0 (Sa) (5.547) 
AD- er ) =0 (Sas) (5.548) 
e /Ə9A(8:;) d 

Ai— (z PUN L) =0 (Sas) (5.549) 
S eL F;=0 (S,) (5.550) 


i LM, 泛 函 (5.544) 式 的 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 交 界 
条件 和 为 的 边界 条 件 ， 再 考 左 到 待 解 函数 已 预 完满 足 了 应 变速 溢 
与 位 移 速 度 关系 式 、 应 力 与 应 变速 度 关系 式 及 不 可 压缩 条 件 。 由 

此 可 知 ， 人 
与 条 件 。 证 毕 。 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 I 
(1) 车 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 应 变速 度 与 位 移 这 度 
《1.93) 式 ， 在 边界 上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.99) 式 ， 在 元 素 父 界面 
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上 引入 独立 铺 迹 量 检 时 ， 则 使 汉 商 (5.544) 式 实现 芒 值 冬 件 的 应 
ARYEHE. MEER, A1 diebus apii uis e 

(2) 若 待 解 巫 数 在 乒 素 内 部 满足 应 变速 府 与 位 移 速度 
(1.93) X, ln n. DAER ENEAA 
上 , 令 


am 2A(20) Ë 
Ai-( T ) (5.551) 


即 在 元 素 交 界面 . E? cH 了 变速 度 ， 并 用 其 表示 应 力 ， 则 使 泛 
函 (5.544) 式 实现 驻 信条 件 的 应 变速 度 与 位 移 速度 为 稳定 旺 RE VG 
动 理论 问题 的 近似 解 。 


5.6.2 势能 型 修正 变 分 原理 开 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.491) 式 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 IB 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 I 

1. 变 分 问题 
对 辕 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 加 体系 统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 ， 当 构造 的 待 解 函数 满足 下 列 条 
ËF, f 

(1) 在 元 素 内 部 应 力 、 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 独立 变量 K 
Ein 

(2) 在 元 素 边界 上 ， PETS HEJ CAR RC 48 8 88. 33g 
F ARG 

(3) 不 可 压缩 条 件 时 ， 
则 使 泛 函 (5.552) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 函 数 、 应 变速 度 、 位 移 
速度 为 稳定 映 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


jM I 
M, M TECI UDe)eu- Fun 
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—— (et 20 g(H)&u) 
bo 


n e "S 
(es; "LUE > a )|av | 
- || Pica aids- II Patas | (5.552) 
Sa Saflsi 


EA: 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.552) 式 得 
8M, eam Elf- pleo 二 


2-1 
十 (en +2ug(H)ë¿), + Fai 


Pup 57 29(H)60:)085 


DE PN E TR 
d is 2 uj quud )u229(H)5 ssldy 


— [| [ni aber: 
Se 


+(P: =q plou Hug (OD) en. as | 


B II |G:—a0D8P1+ (P —Pi)8ut 


+( n (u 2ua(H) &)l; Jo à, ds 


一 下 [CESPE E (PrI— lous 


Sans3 
+uglH)é ily Jeu ]as]-o (5.553) 


其 中 在 元 素 交 界面 S。。 1: Prou; 为 相 消 项 。 
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E Fcio Öd SALARLAR Wi 变 分 法 
基本 引 理 得 
61;—2g(H)28i;—0 (V) (5.584) 


DEI (V) (5.555) 
Ty in ina OD) Fio (V) (5.556) 
di—d4-0 (Sa) (5.557) 


Pi 一 pas tua Oa) =o (Sa) (5.558) 


F;—Pi=0 ($1) (5.559) 
S — ] $ — 5. 

Pi 1 quu (GD 6b 0 ($1) (5.560) 

di— di (S5) (5.561) 


BERBIA, 12388(5.552)5X 08 2E 2 ZR FE E AERA GE kB 3 流动 
理论 的 基本 方程 及 交界 条件。 证 毕 。 

2， 势 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 

EREEREER REE o Erp O) du tHE E A KRA 
立 变量 函数 、 应 力 函 数 肥 位移 速度 ， 在 元 素 边 界 上 沿 独 立 构造 的 
边界 函数 时 ， 使 泛 函 (5.552) 式 实现 驻 值 条 件 Jo, (Gi), Š 
zt 为 稳定 昨 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 了 I 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 函数 、 应 变速 
度 、 位 移 速 度 并 足 应 力 应 变速 庆 (5.554) 式 ， 庶 变速 度 位 移 速度 
(5.555) 式 、 平 衡 方 程 (5.556) 式 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 与 应 
力 郑 数 为 独立 构造 的 边界 盘 数 计 ， 则 满 下 下 面 边 界 恋 分 方程 
(5.862) ROBER, MEER, EHARA KE A iE 
论 问题 的 近似 解 。 
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M 
x [aic apopi 
9-1 ‘Sa 


+(Pi— [AG tug Cent hus as 


+ II [G—aD8Pi L PeP oai 


S408, 
* (Pr E. (ris 249 (H6) Ja ds 
l +u : ] 


+ Í Ci 
t (Pt- Gre ug Hes ou) Jas|=o 
(5.582) 
4. 势能 型 加 权 祭 数 〈 广 义 伽 格 金 ) 方程 了 
在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 巷 应 力 函 数 、 应 变 束 度 、 人 位移 速度 
为 独立 变量 函数 ; 在 元 素 边 界 上 独立 蜀 造 位 移 速 度 、 应 力 国 煞 为 
边界 肖 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.553) 式 的 应 力 匹 数 , 应 变速 上 度 、 
位 移 速 度 为 稳定 婚变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
5.6.3. PEETER 
XE ES PRA BEETI S HEAR GN. CERAN SS RADO 
和 ， 基 于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.491) 式 ，、 采 用 分 片 构造 待 解 Es 
数 ， 但 在 元 素 边 界 上 位移 速 度 为 独立 构造 的 边界 函数 ， 于 是 得 下 
面 各 类 变 分 原理 。 
1. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 和 i 
在 不 可 压缩 条 件 下 、 当 应 力 范 数 、 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 独 
立 变量 函数 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
RUSEEE BR (5.563) 3 SCHULE (B AR PLI REI ER EC. EXE BE. fu 移 
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速度 为 稳定 蠕 变 流 涡 理论 问题 的 近似 解 。 
Mec, 2g(H iiis; — Fia) 


- Co y 2ugC H jé DI $i;— : üni 


E 
— yani) dv 一 [esti iias- II Patas) 


Sa BaS, 
(5.563) 
2. SRRESEnERSR (P xn S) 方程 下 
ABE ALIS] ESE T, Bin os oui (0e) dh ra kiq 
数 : 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 为 狐 立 构造 的 边界 画 数 时 , 则 满足 下 面 
变 分 方程 (5.564) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 应 力 函 数 为 稳定 蜂 
变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


MN 1 I 
dretas ej 


q=1 "y 


pgs (roug (De) F) bis 
LE 552230] 8) o dv 
Ita 7 “ ó 
一 [I [Cac— TOLLEY 
sns, 
T CP;—o:;1;)941 ]ds 
-[ LEE c1): jas) 
FACEM 
9 
-Ef J taranto as 
Sab Jab 
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t | at= ailes)” Jas 


Sab 


1 
` 


"9 [Cas Gub? Bids j= (5.564) 
Sab 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 下 

在 满足 不 可 庄 缩 条 性 下 ， 在 元 素 内 部 当 位 移 速 度 、 应 变速 度 
和 和 应力 函数 满足 方程 (5.554~5.556) 式 ; 在 元 素 边 界 上 位 移 速 
度 为 独立 构造 的 示 界 琐 数 时 ， 则 泪 足 边界 变 分 方程 (5.565)》 X 
人 在 移 速 度 、 应 变速 度 和 应 力 邓 数 为 稳定 螨 变 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 

x II [Cti -—a;)8o l; H Pioli) oks lds 


- J 
misis ne 


+ [I LG às] 


Ban» 


So 


+ Esa): 


+ [| ataia) Jas 


Sah 


= p [losl (ool)? Joajds|-o (5.583) 


Sab J 
上 述 变 分 原理 的 证 明 与 前 节 相似 ， 故 在 此 从 路 。 
5.6.4 势能 型 修正 变 分 原理 IV 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 耳 (4.500) 式 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 下 痪 各 类 修正 变 分 原 埋 。 
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1. Ner iN 

DRSIESEOE:ZEa p EEUU E p ARARNAR 
Th, HREH HAA MIFA EC RUE 

(1) 在 泡 素 内 部 应 变速 度 与 位 移 速 度 为 独立 变量 质数 

(2) 在 元 素 边 界 上 .位移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 ; 

(3) W ASW E SB ER, 
则 使 泛 函 (5.566) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 为 稳定 
蠕 变 流动 理论 问题 竟 近 似 解 。 


M,s..— (f. qug Dess — Fun 


—29(H) e (853 üij— > don jam 


— 220061 —a4)ds 


Sa 


» [ LT às (5.566) 


Sans 


证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.566) 式 得 
Mea- ~i- (u= z 一 24 ]8(2g(H)eu) 
—((2g(H)ë;;), +Ë) Sá: Jav 


en il lG. -&1)6(2g(H)ë;;1;) 


al 
S508, 


4 (P,— 2g(H)841,)8 ài las 
2 | Cia 8:)8(29( Heul) ds 


Sans 
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So 
| [p [Cad —à1)86(29( He l)? 


Bab Sup 
cC P—11)8(2g(H)e;1)* 
—((GgCH)851;)* t (2g(H)8(1)* òh nas]-o 


(5.567) 
出 于 St&;，6811，5 汶 相互 无 关 且 为 任意 函数 ， 根 据 变节 法 
基本 引 理 得 


TE Úis —iüneco (V.) (5.568) 
(29( H52:)),; - Fi=0 (Va) (5.589) 
á$—ài—0 (Si), (Sa) (5.570) 
如 一 人 一 0 (S,,) (5.571) 
(29CH)és b)" t (29(H)851)* =0 (Sas) (5:572) 
P —2g(H)ë; l]; 0 (S,) (5.573) 
ii—di—0 (S1) (5.514) 


由 上 述 可 知 、: 泛 渔 (5.566) 式 的 变 分 条 件 、 一 般 约 来 茶 件 (应 
力 覆 数 与 应 变 巡 度 的 关系 式 ) 及 不 可 压缩 条 件 正 是 稳定 师 变 流动 
理论 的 爹 部 方 促 及 条 件 。 证 毕 。 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 永 更 他 

在 满足 不 可 压缩 条 件 上 让， 车 在 元 素 内 部 应 变速 嵌 与 位 移 速 度 
为 独立 变 基 通 数 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 为 独立 构造 的 边界 函数 
和 村 ， 则 使 泛 机 (5.566) 式 实 现 驻 值 条 件 的 应 变速 度 、 位 移 速 度 次 
稳定 蠕 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 入 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 闭 在 隐 束 内 部 待 艇 函数 W R Am 
(5.554)3X. (5.568) (5.569); 在 元 素 边 界 上 位 移 速度 为 独立 


"4415 


构造 的 边界 务 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.575) 汇 的 应 变速 
谋 、 位 移 速 度 为 稳定 映 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

Ef | tasen Den) 

p Osl EAER 

+(P,—2g(H)ë 7352]ds 

+ Í [Gae OB Grg CH esl) s | 


SaNso 


十 xj [r [Ca $ —à1)6(2g(H)4:1;)" ids 


Sab 


TG —à:)6(2g(H)&il;)" 


— ((2gCH)£&i51)? -(2g(H)851,) ) Bus] dj-。 
(5.575) 
4. PERMER U LR) 方程 了 
. 在 满足 不 可 正 缩 条 件 下 ， 在 元 素 内 部 当 应 变速 度 、 位 移 速 度 
为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 应 变速 度 为 连续 函数 ， 而 位 移 速 
度 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.567) 式 的 应 变 
速度 、 位 移 速 度 为 稳定 蠕 变 理论 问题 的 近似 解 。 


5.6.5 券 能 型 修正 变 分 原理 V 


基干 广义 变 分 原理 的 泛 汪 (4.507) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 S 
数 ， 可 以 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1， 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分割 ， 把 因 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 带 之 
和 各， 并 彩 败 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 构造 的 待 艇 米 数 其 & F 2) AE 
fh 

O) 在 元 素 内 部 ， 应 变速 度 与 位 移 速 度 满足 (5.555) 式 # 
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(2) 在 元 崇洋 界 上 ， 位 移 速 度 为 独立 鬼 造 的 边界 函数 3 
(3) WERTER RET, 
VI iE RR (5.576) X St BURE BR A EE M 22 EHE QE HB. M 
l EXEC FE RE KAE ME al ENE I RERNE M 


Mines XT ireen n 


ü = 


rem 3x 《ci 十 20g CH éilliú )ds 


一 Ii Paras} (5.576) 
BaN, f 
证 明 ， 由 于 泛 函 (5.576) 式 的 变 分 问题 是 一 个 条 件 变 分 间 

题 ， 利 用 拉 氏 乘 子 法 ， 求 得 拉 氏 生子 为 


Aii 一 一 pau tiun) i2) (5.511) 
十 是 得 到 
ax 二 (p) to 20 009 86s 


7 (Aes trit tag Ones o Pi) ae 
lcu 


" | [aane meut” Fps Atu) 


Sañs, Tu 
(P pxjGutieDenu) ut |ds 


- | Gn) eise 


FPEM 


*4lT* 


+y igot) Jas} 


30 


e D BEC (H Ev 


$0571 ‘Sap 


Tel ; 29 Dl) Jäs 
| [at-a (i outs 


"Se Det) Jas 


-JIG G neon IH) els) 


us uU 十 元 ate Des) ]ostas j^ 


(5.578) 
MUERE Te FS 38 T-h5 PE mH EREK 

0,;—29g(H)8, —0 (Va) (5.579) 
TQ 2g He),s+ P= (Va) (8.580) 
4j—ài-0 (Sas) (S1) (5.581) 
4i—ài-—0 (5.582 
(rune S22 Deal) 
TOM (5.583) 


B iuctigGDenb-o — (SO (5.584) 
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di—hi—0 (5.585) 
HERTA, i$8q(5.576 ) XR UE y ARE. ERES R 件 和 
DESEE E I U R: EB E Lor Bl 16 JN y 98 R: ht 2 38 Jr FE 2 28 
Pt. EE 
2， 势 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 Y 
在 满足 不 可 压缩 条 人 下 ， 藻 在 元 素 内 部 位 移 速 度 与 应 变速 度 
i8IE(5.555) z, 在 元 素 边 界 上 位 移 速 谈 为 独立 构造 的 边界 函数 
时 ， 风 使 泛 沿 (5.576) RNAI AR Pi [LER E BE. RV EE DREURI 
I 71 HIC RARE BLA VL] PRSE [p] BL RJ XE L 80. 
3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 Y 
在 满足 不 可 压缩 条 性 下 ， 若 在 元 素 内 部 待 解 印 数 满 尼 (5.554 
一 5.556) 式 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 速度 为 边界 函数 时 ， 则 
满足 边界 变 分 方程 (5.586) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 应 力 函 数 
为 稳 宅 是 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
M 
到 [aima (dmt con OD t 


G=1 Sans; ! T i mE 
(Fed aeuo Deo) oat las 


5 [ [Ga adfy; ul + 3 Mt £g (Dena) a s] 


Sans !j 
S» Hn CER e( .— Ee PRI ~~: E ogtts) 


十 (站 一 aj) (— eub t ja Det) Jas 


d [人 和 ob oue el) 
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z x s 
treat um EOS Joa I 0 


(5.586) 
4. ShERUIERAÁR AE O SLE RO 方程 Y 
JEAN EC LEHRER. DE COL AE PL UERRORCRC "3 e REUS 
满足 (5.555) st. CERRAR LEPRE Jh VARUR AA 
时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.578) XRUBUEOERE. MERE, BY JUR 
数 为 稳定 蠕 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


5.6.6 余 能 型 收 正 变 分 原理 I 


基于 古典 变 分 原理 和 的 泛 丽 (3.64) 式 ， 对 较 体 系统 进行 几何 剖 
分 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 当 在 元 索 内 部 构造 的 待 解 函数 不 满 
足 交 界 条 件 (5.540) 式 《或 {5.541) 式 ) 时 ， 为 了 保证 合 态 连 续 性 
条 件 成 立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 ， 将 变 分 约束 条 件 (5.540) 式 导入 泛 
函 (3.64) 式 中 ， 站 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 即 


Mascon tout )ds (5.587) 


us 了 余 能 型 修正 变 分 原理 IRZ. 
. Sie 

` À uia etter le es 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 ， 当 待 解 消 数 具备 下 询 条 件 

(1) 在 元 素 内 部 ， 应 力 函 数 满 足 平衡 方程 (1.92) iy 

(2) 在 边界 上 ， 满 足 力 的 边界 条 件 (1.98) 式 ; 

(3) 在 元 束 边 界 上 合力 连续 性 条 件 (5. 540) 式 不 必 满 足 

(4) 满足 不 可 压缩 条 件 时 ， 
则 使 泛 函 (5.588) 式 实现 驻 值 条 件 的 位 移 速 度 、 应 力 函 数 为 稳定 
KRAE Vi xh BB 36 IRE RBS Xr DLE 
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Mes- ami, E (c:,)dv — Í ipas | 


Va 8515, 


- 3 | A Cau Cm) ds (5.588) 


式 中 B(owf) 为 (1.102) 式 ，A1 为 交界 面 5a， 上 的 搁 氏 乘 子 。 
证 明 ， 在 驻 值 条 件 个 ,考虑 到 泛 两 (5.588) 式 具有 的 变 分 约束 
条 人 性 (1.92) 式 ， 由 证 两 (5.588) 式 得 
BM, i= I. " [IMP — a jaroan 
= ll Gers ] 


PEE 


sn 
= [| «eit cout bias 


Sap-! Sa» 


+ | tot- osos 


+A a Olors)? Jas}=0 | (5.589) 

` 根据 确定 拉 氏 乘 子 区 原则 与 变 分 法 基本 引 理 得 
988242 — ; 5j 一 ; #J £= 0 . (Va) (5.590) 
di—di—0 (S,) (5.591) 
Ài—ü$-0 (Sas) (5.592) 
As — ùt =0 (Sas) (5.593) 
(cs 二 (ost 一 0 (Sa ) (5.594) 


直上 述 可 知 ， 泛 画 (5,588) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 件 ( 平 
衡 方程 与 力 的 边界 条 件 ) RU READ PE. OLI REESE BE XR) 
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正 是 待 解 通 数 应 满足 的 稳定 蠕 变 流动 理论 的 全 部 方程 及 杀人 竹 。 证 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 T 

O 在 泪 足 不 可 压缩 条 件 上 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满 足 
平 奖 方程 (1.92) 式 ; 在 边界 二 满足 力 的 边界 条 件 (1.98) 式 ;在 元 
素 交界 面 上 导入 独立 参 空 量 4i， 网 使 汉 函 (5.588) 式 实现 驻 值 条 
件 的 你 移 速 度 与 应 力 函 数 为 稳定 里 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

(2) 在 满足 不 可 奈 纺 条 件 过 ,应力 冰 数 满足 平衡 方程 (1.92) 
3X 871 XL LR £E(1.08)58;. w TRARAL, < 

Aii 

BE 3E 8 JI ei 389 7; s 532 HS I, WEIT 函 (5,588) 式 实 
现 驻 值 条 件 的 位 移 速 度 、 应 力 函 数 为 稳定 娇 变 流 动 灰 论 问题 的 近 
Wio 


5.6.7 有余 能 型 修正 变 分 原理 HIE 


基 士 广义 变 分 原 礁 的 广义 泛 亢 (4.550) 式 ,采用 分 片 构 造 待 解 
函数 ， 可 以 形成 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. Eri 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 辐 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 画 数 、 当 待 解 函数 具有 下 烈 条 件 : 

(1) 在 元 素 内 部 应 力 通 数 。 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 独立 E 
EXEC | 

(2) ETRA E BERE SE HE, MJ ARA DE MD BJ YH 
LESE 

(3) 满足 不 可 压缩 条 件 时 ， 
别 使 泛 画 (5.595) 式 实 岗 驻 什 条 和 全 的 应 为 函数 、 应 变速 度 、. 位 移 速 
度 汶 痪 定 媳 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


* 422 ， 


Mes- = "(IË Thid 一 nO raf Ts) 


Y 


HaC (gH èis) +P.) |ae 


+ Ji Pi- 200062025 
5 


-[ ibis] (5.598) 


Sanye 
` 证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 画 (5.595) 式 得 
58G。 -2 = y (use )nij8et; 


Szliy 1! 
° 


tot 17 u(2g(H) )us;) 6411 
+CH) Jas + Pi) ao 


+ [rot 290021621 
5o 


Haiza Dd Des as+ [f [( 


Pt 
—2g(H)4:1,)6à7 + (&i—à2)5(2g( H)2:510;) ]ds 
+ Ü PEH) ba 
Bafl 32 

Hai -ENSP Hlaalu) ds) 

=0 i (5.598) 
式 中 在 元 素 交界 面 上 ;5P; 为 相 消 项 。 
* 423 ., 


H 806 8A, 90,5, OPR oat Ar HG EMER K O 
根据 恶 分 法 基本 引 摊 得 
tu — Lf )01,0 (Va) (5.597) 


2-017 i Gg(Hyàs)) -S(ifneu- ue) 


=8 oi äns i üm=0 (Va) (5.598) 
(29(H)š; y, +P = 0 (Va)} (5.599) 
i—i; == 0 (SSa (Sas) (5.600) 
Pi—2g(H)s l0 (Ss), (Sas) (5.601) 
Pi;—2g(H)a,,1; 0 (S1) (5.602) 
ài— i0 (Ss) (5.603) 


由 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.595) 式 的 变 分 条 件 正 是 乔 定 MEE 
流动 理论 的 全 部 方程 及 条 件 。 证 毕 。 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 工 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 9R 3k. E E 
度 、 位 移 速 度 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边界 上 应 力 函 数 与 位 移 速 
度 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 (5.595) 式 实现 驻 值 条 件 
的 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 应 力 部 数 为 稳定 虹 变 流动 理论 问题 的 近 
似 解 。 

35、 余 能 型 边界 元 变 分 原理 I 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 方程 
(5.597~5.599) 式 ; 在 元 素 边界 土 应力 西数 与 位 移 速 度 为 独立 构 
造 的 边界 函数 时 ， 则 满 吓 边界 变 分 方程 (5.604) 式 的 应 力 函 数 ,、 位 
移 速 度 、 应 变速 度 为 稳定 蠕 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


x: [tci secessu: 


«424 7 


AG kgl gl H Yeu) ds 
+ [| teo 29 (DeuLy6gim Cii a8 Q9 (D61) as 


Sans, 


+ [| Piee) Saitamos 


sinsa 
QD GgGODesb) jas |= (5.804) 


4， 余 能 型 加 权 余 数 〈 广 义 徊 略 金 ) 方程 

在 满足 不 可 于 缩 条 件 下 ， 车 在 元 素 内 部 应 力 函数 、 应 变速 
度 、 位 移 速 度 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边界 上 应 力 沙 数 与 位 移 速 
度 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.596) 式 的 应 力 
项 数 、 应 变速 度 、 位 移 速度 为 稳定 电 变 理论 问题 的 近似 解 。 


5.6.8 &4Ab S Bak E 5-8 L 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.550) 式 ， 但 不 同 于 上 节 的 分 片 
检 造 的 待 解 函数 类 ， 王 是 形成 下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 
1. € 5i 
对 加 体系 统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 市 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 函数 具备 下 列 条 件 ; 
G) 在 元 素 内 部 应 力 机 数 、 应 变速 度 、 位 移 速度 为 独立 变 
X | 
(2) 在 元 素 边界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 # 
(8) 满足 不 可 压缩 条 件 时 ， 
则 使 泛 画 (5-605) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 函 数 、 应 变速 度 ,位 移 速 
度 为 稳定 螨 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
Mam XB ott ey (5 Donet 


9wl*iVa 


+ 425 * 


HC CD) e Fo [ae 


[uos —2g( H)si;li)ds 


5a 


一 I| ptas| (5.605) 


Eas? 


证 明 ， 在 驻 值 条 件 下 ， 由 泛 函 (5.605) 式 得 
Mes = » (I (er -f(T) ei J8oi; 


a=1 


+ (oto a8) ws) dts 
HIH e)s t FOR. dv 


+ [CP; —2g(H)2:l,)9à1] ds 


86,081 


十 [CP; —2g(H )2:1,)83 


Boa 
+ 一 apDa] 
一 X | | l [(2g(H Jtili) — Ps 8571ds 


二 f [(2g9( H)8u1,)* — P1;6aids 


san 
Š | (aca nerras]-o (5.808) 
Sab 


由 于 5w1，8611，504:，6P} 为 相互 无 关 且 为 任意 函数 ， 和 根据 
+ 426 


变 分 法 基本 引 理 得 
u 一 jf(T)ot o (Va) (8.607) 


JL (ots ng yin) = 1 (LECT yota a) 


= — p dor) iac (Va) (5.608) 
其 中 
i 
diss f(T)g( H)—-1 
(2g( H)ài)),) + F =o, A Fi=0 (Va) (5.609) 
(omÓcpREDISRSECEE Ka — 3500. 
(2g( H)8,1,)* — P —0 (Si),(Sa4) (5.610) 
(2g( H )8:,lj)* — P 一 0 (Sas) (5.611) 
8$—43-—0 (Sa) (5.612) 
Pi:—2g(H)éwls=0 (Sı) (5.613) 
i 一 Wi 二 0 (S2) (5.614) 


由 上 述 订 知 ， 泛 函 (5.605) 式 的 变 分 条 忻 正 是 稳定 师 变 流 动 
理论 的 全 部 方程 及 条 件 。 证 毕 。 

2、 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 了 

”在 满足 不 可 压缩 条 件 上 ， 若 在 元 素 内 部 位 移 速 度 、 应 变 yE 

度 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函 煞 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构 
造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 (5.605) 式 实现 驻 条 条件 的 位 移 速度 、 
让 变速 度 、 应 力 函 数 为 稳定 明 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

35。 余 能 型 边界 元 变 分 原理 间 

在 满足 不 可 压缩 条 件 上， 著 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 (5.607 
一 5.609) 式 ， 在 元 素 边 界 寺 应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 满足 边界 变 分 方程 (5.615) 式 的 位 移 速 庶 、 应 变速 度 、 应 力 函 
数 为 稳定 里 变 流 动 理论 问 题 的 近似 解 。 i 

| 427 ， 


M 站 

a| [(Pi—og(H żul; ðt ds 

$4084 

+f [(Pi—28(H)061)80 + Cus RPM] 
a: 


Sa 2 


So 

= > | [T tGsanety ~ Prises 
Sagp7l Sab 

+ [| Cose - Prisatas 


Sab 


à;—à)9P;] 125 . .615 
+ a )8P;1 ds) (5.615) 
4. sb RESI (F XN) 方程 下 
在 满足 不 要 压缩 条 件 下 ,车 在 元 素 内 部 位 秽 速 度 . 应 变速 度 、 
应 力 速度 为 独立 变量 函数 :在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 为 独立 构造 的 
边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.606) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 
度 、 应 力 逊 数 为 稳定 晓 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
5.6.9 余 能 型 修正 变 分 原理 IV 
基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.557) 式 ， 采 用 分 片 构 造 待 解 函 
数 ， 可 以 形成 各 类 修正 变 分 原理 。 
1. 2AE 
对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构 造 待 解 函 数 ， 治 待 解 函数 具备 下 列 条 件 ， 
{1)》 应 力 函 数 与 应 变速 度 (5.607) 式 为 一 般 约 束 条 件 条 ; 
(2) 在 元 素 边界 上 ， 应 力 函 数 为 独立 你 造 的 边界 薄 数 ， 
G) WT Ru ES ABI, 
MAEZ AC. 617) K SCHUBE HA HEBR 3k. LER ERE uh 定 


' 428 * 


蜂 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
| a meae 


Gally 
a 


dioi Fi) |dv— [| coit, Prds 


- [res] . (5.611) 
S825 
证 明 ， 泛 机 (5.617) 式 的 驻 值 条件 为 
5M。 = Yl UEO = üns -Lis ac? 
SOE FF òn: lav— i oil P. )88:Jds 
| san . 
= [ Trl Pra EG uD8Pt es | 


Sansa 


Sa 

一 >; [ [reis pnsatas 
Sani ‘Saud 

+ [| owlsy -Pintas 


r 
Sub 


= | Lir ut)ePr as = f (5.618) 
Sab 
由 于 82i，58c5y，6P: 几 互 无 关 所 为 任意 函数 ， 根 气 变 分 法 基 
+5144 
XIV 一 去 — 1 ajo (Va) (5.619) 


Ois tH F= (Va) 
(onl) - P0 (Sas). (Sa) 
Coil)” — P120 (Sa, ) 
üi—4—0 (Sas) 
gilj—~ P=0 (S1) 
diim (S2) 


(5. 
(5. 
(5. 
(5. 
(5. 
(5. 


620) 
621) 
622) 
623) 
622) 
625) 


HLERA, CO. 017) Dole y 28 P 5 — BLADE 件 iE 
是 待 解 函 数 满足 的 稳定 蠕 变 流动 理论 的 全 部 方程 及 条 件 。 证 毕 。 


2. 祭 能 型 有 限 元 修正 次 分 原理 罗 


在 不 可 压缩 条 仁 下 ， 若 人 在 元 素 内 部 位 移 速 度 、 应 力 函 数 为 独 
VERK; 在 元 素 边 界 上 应 力 藉 数 为 独立 徇 造 的 边 党 国 数 时 ， 
则 使 泛 函 45.617) 式 实现 驻 值 条 侍 的 应 力 函 数 、 位 移 速度 为 稳定 


蠕 变 流动 项 论 问题 的 近似 解 。 
3. 余 能 型 边界 元 变 分 原理 了 


AEA] IR. 8838 4F F, 2625638 04 9845839988 A 3k W E (5.507— 
5.609) 式 ， TIRAR ES JJ ECCO u as Bg Ba yt e SERIE, DU 
满足 十 面 变 分 方程 (5.826)》 MEUM U UC. jupa y FEE bu 2 


流动 理论 问题 的 近似 解 。 
M 
到 Il [Co ;;T; — P.)02;]ds 


sl1\s ns, ; 


+ | [oul Pr (i) SPI] 


S, lb is 


Bo : 
T |! [C0isls)" — Pt J6a?ds 
Raal ^s, 


+ [| touto — Pri5utas 
5 


ab 


— [| tat- &opras }=0 (5.626) 

4, $8EE ai (I nmm m) 方程 了 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 项 数 、 位 移 速 度 
居 独 芯 变量 尔 数 :在 元 素 边 界 上 上 应力 冰 数 为 独立 构造 的 边界 函数 
时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.,618) 式 的 应 力 函 数 、 位 移 遂 数 汶 稳定 kh 
变 流动 理论 问题 的 近似 解 ， 

5.6.10 余 能 型 信 正 变 分 原理 V 

EP SURE AEGRO IZ i8 (4.961) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 建立 各 类 和 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 荐 ， 把 艳 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 丙 数 具备 下 列 条 件 ， 

(1) 在 元 素 内 部 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.599) 式 ; 

(2) 在 元 素 边 界 上 应 变速 度 为 独立 构造 的 边界 负数 ,并 月 其 
3C) 21 s 

(3) WETTER IERT, 
虽 使 下 面 泛 秃 (5.627》 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 函数 、 应 变速 度 、 
位 移 速 度 为 稳定 晴 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


I Masi Lotes cte f(T) ci ;join 


Vs 

- [| testi GaODestyY Jas 

zr» ! f 

一 [ à(2g(H 8l)? as} (5.627) 
Bas; 


* A31 ° 


证 明 ， 出 于 泛 通 (5.627) 式 具有 迹 分 约束 条 件 (5.599) 式 ， 利 
用 拉 氏 萎 子 法 ， 确 定 拉 开衫 子 为 4 一 好， 然后 求 得 泛 琴 (5.627) 
式 的 驻 值 条 件 为 


5M RE: [IIB (es (otu Jesi: 


GzÉzl Fa 
+ (et, 2ug(H) ài; e] dv 
m 


= p [toil - Bi)Suds 


SaS, 


一 II [(oájgl1;—(2g(H)8j1:/)")82; 


Sanse 


+E lgl H isla) ] ds] 


80 
>， | | [losl — (29( H)&ul;)' )6a2ds 
85571 Sab 
£ [ Corli) Gg Haul) 1685s 
nd | [C22 —aP)5(29(H) eL às =0 
(5.628) 
18 05 98; 37 ERE TFS t] e SE 2) b o a 
ë; 一 f(T)o!s=0 (Va) (5.629) . 
Lot 20g Hyt m 1 [1 (Tol — s) 
C 一 地 -H tsn )=0 (Va) (5.630) 


* A32 * 


式 中 
=! j= 
u=, HT)g(H)=1 


Caila)? —(2g(H)8:1;)* =0 (S2), (Sas) (5.631) 


Coils)? —(2g(H)8isl1)’ =0 (Sas) (5.832) 
0 (Sa) (5.633) 
gijl;— P .=0 . (8,) (5.634) 
d —4-0 (Ss) (5.635) 


出 上 述 可 知 , TZ CS. 627) RISE A AC ep ti dÉ 0 LIA EE 
TREE pa Br v S RL FE RE DL SI RETO ERDER RE uE E, 

2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 Y 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 猫 忠平 衡 方 
程 (5.599) 5X, 在 元 素 边 界 上 应 变速 度 为 独立 构造 的 边界 函 数 
时 ， 则 使 泛 函 〈5.627) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 函 数 、 应 变速 度 、 
位 移 速 度 为 稳定 里 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

，3。 余 能 型 边界 元 变 分 原理 

在 满足 不 可 压缩 条 件 下 , 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 (5.599) 
式 和 (5.629)、(5.630) 5X, 在 元 素 边 界 上 应 变速 度 为 独立 构造 的 
边界 示 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.636) 式 的 应 力 孙 数 ,应 变速 
庆 、 位 移 速 度 为 稳定 里 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


I (Coil) - P JŠg ds 


s =b ts fig. 


中 f [(oil;— (2g(H)8:415). Jöt: 


$2085 
Gic 08 Gg De AD! Jas) 
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+ » HH loul) —(2g( H)eul;)* Józids 
Sap7l ig, 
+ [| touto - o) et atas 
Sab 
së li [Ca — a1 )8(29(H) tul)” Majo (5.636) 
4. 余 能 型 加 权 人 余数 (广义 伽 略 人 金 ) 方程 
在 满足 不 厨 压 缩 条 性 下 ， 若 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (5.599) 
3X. 在 元 素 边 界 土 应变 函数 为 独立 构造 的 边 办 图 数 时 ， 风 满足 变 
分 方程 (5.628)》 式 的 应 旋 函 数 、 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 稳定 括 变 
流动 理论 问题 的 近似 解 。 


$5.7 有 限 变形 蜂 变 理论 的 修正 变 分 原理 


在 离散 分 析 过 各 中 ， 基 十 古典 或 广义 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 
上 上 ， 采 用 分 片 爸 造 待 解 函数 解决 月 限 变 形 稳 定 蠕 变 流动 理论 问题 
时 ， 待 解 函数 在 满足 有 限 变 形 稳定 蠕 变 流动 理论 的 基本 方程 同 
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5.7.1 劳 能 型 修正 变 分 原理 T 


基于 古 虎 变 分 原理 的 泛 冰 (3.73) 式 ， 采 用 分 片 均 造 待 解 乓 
数 , 当 企 元 素 内 部 枸 造 的 待 解 函 数 不 满足 位 移 连续 性 条 件 (5.637) 
式 时 ， 为 了 保证 位 移 连 续 性 条 件 成 立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 将 变 分 约 
Me 4E(G5.637)70 tp A IE RO TP, (Cei ipi n T (bi, 
Bg 


[| ate-a ds (5.640) 
ab 


于 是 形成 了 下 面 修正 变 分 原型 。 

1， 变 分 问题 

对 面体 系统 进行 离散 分 烛 ， 拒 同体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
种， 并 采用 分 片 构造 待 解 函数 ， 当 待 解 函数 具备 下 列 条 件 ， 

(1) 应 变速 嵌 与 位 移 速 度 满足 条 件 (1.105) 式 ; 

(2) 三 边 兴 上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.111) 式 3 

(3) 在 元 素 边 界 上 ， 位 移 速 度 连续 性 条 件 木 必 满 足 

(4) iM EAS RI ERE f PE AR PER, 
WIE ZHR(S.641) 式 实现 三 值 条 件 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 为 有 限 
变形 稳定 蜂 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


—À [ace m meas Jas m [i Pads) 


"^y Ë Saflsl 


8, 
Y Í Ai [aj — àt ds (5.641) 


Sap! Sab 


RPA). 
证 明 : 
35(1.108). (1.111) f(1.1000 5D TIE AE ELE AR ME P, 1E HR 
I * 435» 


(5.64193 I9 51: [8 A 4T 7 


"s| etd), 
| 


621p 


十 Rssaxaw 十 il [2862 (Brst ux, ils 


S403, 


ss x I aie Com Cet n) ] 


(A 


PEE “(ös 


ug ds+ [a+ 
Mai. 


+u) L) [Sutas +(at—abaat]as] =o (5.642) 
其 中 | 
Su:=0 
由 于 6 和，8， 84 相互 光 关 且 为 任意 函数 、 根 据 变 分 法 E 


本 引 理 得 
[2199 ceo]. P: 
=[29(H)é Ört ur )], HFE 
= [Ti (Šzi ur) 7 十 可 一 0 
起 中 上 一 1 一 0， 工 陪 去 弹性 变形 。 


4;—àj:-0 


(5.643) 


(Sa ) (5. 644) 


ai [Sst un dls | mo (Sa) C5.045) 


。436 ， 


Ate [25 CD (oui rui ot] =o (Sas) (5.646) 
p,-92À C, us) m0 (S,) (5.647) 
dé: 


HEREA, AG UDREA EA ERRAT. — 
B 25 A A MERRLA BI IHE HR 2 BE YE s Cp PE DC 08 BEI MR E 2 Ro 
aa ap 46; D ARR e 8p y PUR p. YER. 

2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 T 

(1) 满足 不 可 压缩 条 件 , 若 在 无 素 内 部 应 变速 度 与 位 移 速 度 
满足 (1.105) 式 ， 在 边界 上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.111) 式 ， 在 元 素 
REAREA TREA, WEZA. DRAA 条 件 
HERRE, MERE. A E IRAGE OE 580550] ES ID 
近似 解 。 | 

(2) 满足 不 可 压缩 条 件 ， 车 待 解 画 数 满足 (1.105) 式 利 
41.10 ) 式 ;在 元 素 的 交界 面 上 ， 令 | 

hys [IA uiua) l; ] (5.648) 


PETRAAA rin Fh y Hg Pe in CER P7) RS. NE 
IZ (85. 641 s EBE IRA PER VERE, POE BE fs 8 变 形 
稳定 蜂 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


5.7.2 ENERALI 


基于 广义 变 分 原理 的 泛 函 (4.596) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 可 以 建立 卞 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1。 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 园 体系 统 分 割 成 译 限 个 元 溺 之 
和 各， 并 采用 公 片 构造 待 解 疯 数 ， 当 待 解 函数 具备 下 剂 条 个; 

G) 应 力 画 数 、 应 变速 度 、 位 移 速度 在 元 素 内 部 为 独立 变量 
E XS 

. A31» 


(2) 在 元 坑 边 界 上 位 移 速 度 与 应 力 函 数 为 独立 构造 的 x2. t 
EL Y f 

(3) 满足 不 可 压缩 条 件 时 ， 
则 使 泛 函 (5.649) 式 实 现 上 导 值 条 件 的 应 力 项 数 、 应 变速 度 、 位 黎 
kE IC 7378 PR AE XL ER GE Ea E Mus 2B 16 [PL REAL r TOUR o 


Mace-a= 2, [III r ra Q8 Deus — Faris 


Va 


1 n 
———( s: +2 H )èi 
ETA 11+2ug9(H)ers) 
(er -j DTE) -i Üj, — T urii 


=g Mesin) jav - [9:725 ds 
Sa 


-[ Prazas} (5.649) 


EPOE 


证 明 : 泛 孙 (5.649) 式 的 驻 值 条 件 为 


8G. o2.» = Y IT s Tue -itan 


dul 人 


i 1 
一 3 Hki r,s —ustu,4]8o1 4 


一 (Ag rito De) uno); 
+ Fe) Bü. - puri 29H) eig 


十 (es -äns —Lan — 


Hue strn Gu*gCH)) 825 av 
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- [cati ser (P7 Gn 


8. 
c 2ug(H) éis) Best urls Jt Jas 


= f (às LOPE (P — PIS 


8 4081 
(pt —.-l (oiu t 2ug(H)6u) 
1 +u 
š (bius, L 8i | as 


= II [s — i )8Pt p(B oi 


Sauls 


+2ug(H)ë:) (bai us i) 1jen as] 一 


(5.650) 
式 中 在 元 素 交 界面 上 P35 好 为 相 消 项 Sui 一 0。 
由 于 8c4y，5ei，8zi，6P;，62 为 相互 无 关 且 为 任意 函数 ， 
根据 变 分 法 基本 引 理 得 
o, —2g(H)ë i =0 (Va) (5.651) 
éd — u: _ dns -Luini Ur jki = 0 
(Va) (5.652) 
| oso e Dé Y uso], Xp 
(Va) (5.653) 
#— ki = (Sas) (5.654) 
a g ir zug Hers Ön Tu, Ol =0 
(S1); (Ss) (Sa) (5.655) 
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P.—Pi-0 - (S,) (5.656) 
jx— ür =0 (S+) (5.657) 
出 上 述 分 析 可 知 ， 泛 函 (5.649) 式 的 变 分 条 件 正 基 有 限 变形 
稳定 如 变 流动 理论 问题 的 全 部 方程 和 条 件 。 证 毕 。 
2. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 IE 
满足 不 可 压缩 条 件 ， 车 在 元 素 内 部 应 力 函数 、 应 变速 度 、 位 
称 述 度 为 独 并 变量 次 数 ， 在 元 素 边界 .上 应 力 函 数 、 位 移 速 度 为 独 
立 构 造 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 (5.649)》 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 
HX. MIRER. BOHEYEBEOACH BOE 636 E Bie? DIL 23 3836 [BL 88 B 
近似 解 。 
3. 势能 型 边界 元 密 分 原理 工 
满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 (5.651~- 
5.653) zü; 在 元 素 边 界 上 应 力 丽 数 与 位 移 速 度 为 独立 移 造 的 泌 
界 遂 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (5.658) 式 的 应 力 函 数 , 应 变速 
度 。 位 移 速度 为 有 限 变 形 稳 定 里 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


x (D [cesi (os — puer Des) 
. (Bri usi) DO ùs las 


4 | | Gi 261 + (P, —P1)88; 


Bah, 


(Pic 1 ipu rin ug (Heu) (Beet ut) i) us las 


+ || [G — o8 Pt (Pi — (oot 2ug Deo) 
Sansz 

SyS zd ax 
(xc un )ls)aar ds =0 (5.658) 
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4 势能 型 加 权 余 数 《〈 广 义 人 向 略 金 ) ARI 

满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 、 应 变速 度 位 秘 
速度 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 与 位 物 速 庶 为 独立 
构造 的 边界 汕 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.650》 式 的 应 力 函数 、 
这 变 速度 。 位 人 速度 为 有 限 变 形 稳 定 晴 变 流动 理论 问题 的 近似 
解 。 


5.7.3 VER iE ER 理 IH 


对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 基 于 广义 变 分 原理 的 泛 沙 (4.596) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
数 ， 但 在 元 素 边界 上 应 力 疯 数 为 连 绪 的 ， 位 移 速 度 为 独立 构造 的 
边界 通 数 ， 于 是 得 下 面 各 类 变 分 原理 。 

1. 势能 型 有 限 元 修正 赛 分 原理 下 

满足 不 可 压缩 条 件 ， 者 在 元 素 内 部 应 方 函数 、 应 变速 度 、 位 
移 速 度 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速 关 为 独立 构造 的 边 
TRA WIER. 659) 式 实现 驻 信条 件 的 应 力 函 数 、 应 变 
速度 、 位 移 速度 为 有 限 变 形 稳定 奸 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


M... = > HO. Lug CIDéséu —Feae ) 


Va 


er EE ; S e 
pau 十 tue Deo (ss T 

zl s, — d its ikea mt [UNDIS JJav 
2 2 2 I 


- [estre re Gi anas — j Puatds| 
Sa 


FERE 
(5.659) 
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2. 势能 型 加 权 余 歼 〈 广 义 其 路 金 ) ARI 

满足 不 可 压缩 条 件 , 若 在 元 素 内 部 应 力 函 数 、 应 变速 度 、 位 移 
速度 为 独立 变 景 函数 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速度 为 独立 构造 的 边 胸 
函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.860) RENHAR. MEAR i 
BE SCAN BUS TE RUE Wa BE ii h FB SI Si W e AUR 
= IIII- 1 cos les -+ —" krilikstd 


ep 


_ l 
EP 


E rs cu “au i ROREM D» +Fa) öd: 


Mei Ür Jes 


—ji c 1—29(H )éis) ë| dv 


一 II LCgs —àg)8Coul Cog asi) 


FPEM 


-FCP — oils (82id- usc) ôdi ]ds 


一 | rM E 


Bansa 


8, 
= | ii Leat tiell ntun D 
sasi s, 


Ta —üi ALICI NCIS T 3Ux,i))* 
I ^ 
—((a ul;(6xic uii)" Gali Ort ue D^ )eaz Js) = 


(5.660) 

3. 势能 型 边界 元 变 分 原理 下 
满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 通 数 、 应 变速 度 、 位 
移 速 度 满 足 (5.651 居 5.653) 式 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速度 为 独立 构 
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造 的 边界 随 数 时 ， 则 满足 边界 痰 分 方程 (5.661) EPY J E R 
应 变 晴 数 、 位 移 函 数 为 有 有 限 变形 稳定 蜡 变 流动 悍 论 癌 题 的 近似 
解 。 

M 


ri [ | —aD8(col (Š + es)) 


G=! 3485, ç 


+ (Prol ritur) Jöt lds 


3 r [iil (Öri t us, D) Jäs | 


Sanse 


+ Y sayaspan 


Sap 7 sob 


TOR —41)8Corisls(5eic usi)" 
—((oil; Ört uu 0? 


£ (ool bai uni))* ) ssiJas|=o (5.661) 
EEÉEUNBSUEBH 5 8254, 7E EHMK o 


5.7.4 势能 型 修正 变 分 原理 1IV 


对 固体 系统 进 和 了 离散 分 市 ， 把 列 体 系统 分 割 成 为 有 限 个 元 素 
之 和 ， 基 于 广义 变 分 原理 的 沁 函 (4.534) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 
函数 ， 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 速 度 为 边界 函数 时 ， 于 是 形成 
下 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 势能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 W 

满足 不 可 压 缆 条 件 ， 车 在 元 素 内 部 应 变速 度 与 位 移 速度 为 独 
TERAH, 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 为 独立 和 构造 的 边界 昭 数 由 ， 
则 使 下 面 泛 函 (5.662) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 
腿 变 形 稳定 蜂 变 流动 理论 问题 移 近 似 解 。 
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e= 


Ma. Xll [e Greta Pü 


—29(H) èi (6,— ; Huj -i LEE -1 Hk 
1 n 
-— M Uri, i do 


- [tage os ust (&»—$1)]ds 


fa f Pts) (5.662) 


2. 势能 型 加 权 余 数 《广义 伽 略 金 ) HAN 

满足 不 可 压缩 条 件 ， 车 在 元 素 内 部 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 独 
立 变量 本 数 ;在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 满足 变 分 方程 (5.663) 式 的 应 变速 庶 、 位 移 速 庶 为 有 限 变 形 稳 
定 娇 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


M 
- 1 
i (=~: i 一 一 uno) 


8(2g(H)e1,)) — ((Gg( H)ei4 (xir us, )), Fe) 5i. lav 


2 | [(às —82)8(29(H) ei (Bar ui OM) 


Sahsl | 


+(P,—2g(H)ë:; (8i us i)1;)89; Jds 


— j [ae 8 Qus) Ger) 18s] 


Salts 


= | j [C82 —at)8(29( Hei (ri + us )0))" as 


Sab Sap 
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十 f llat — ai) (g (Hè (Ör ruse )l D Jds 


Sab 


- S| aHes Gru t? 


Sab 


4 (2g (H)&i (Br Tue Ol JÒ à ds] =o (5.663) 


3， 势 能 型 边界 元 变 分 原理 | 

Rap ned. EER pA GE 38 (5.651 
5.653), ETAR b LEE ERE 3 RIO PIS BU FERRE. MU) 
B UE EXIAEAMTPER .004 RME QDIXRXEJEOUCH ER 
XE JE gg ^UE f g Be u EB EE in U 89 : 
x|[ 


ftl gonsl 


[Ca —25)6(2g( Hei; (Oki Huei) Ea) 


cTOP;—29(H)(Osi- ug )0;) sz; lds 


+ [ [Ga —i (29 Hé (Dui uis )1)]ds] 


. 
BaS? 


+ v [ [| [ease aane cecus ot Jas 


Sap"! Sab 

+ [ atap dlg Heisler turl) ds 
Bab " 

= [ [(2g( Hé: Oritur Dl HOH éil Or 
Sa 

T uL J88;as]=0 (5.664) 
上 述 变 分 原 是 的 证 明 与 前 述 关 同 在 此 以 略 。 
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5.7.5 余 能 型 修正 变 分 原理 I 
基于 证 典 变 分 承 理 的 泛 冰 (3.79) 式 ， 对 固体 系统 进行 几何 草 
分 ,采用 分 片 铭 造 待 解 画 数 , 当 待 解 函 数 在 元 素 边 界 上 不 满足 交界 
条 件 (5.638) 臣 (或 (5.639) 式 ) 时 ， 为 了 保证 合力 连续 性 条 人 忻 成 
- 立 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 ， 将 变 分 约 案 条 件 导 入 泛 函 (3.79) 工 站 ， 则 
在 泛 函 中 增加 了 修正 项 ， 即 
[Atta tu dl] + os Bt L1 Vds 
(5.665) 
于 是 形成 了 余 能 型 修正 变 分 原 暗 IKA. 
1. 变 分 问题 
对 园 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
”和 和 ， 并 采用 分 片 构造 待 解 函 数 ， 当 待 解 函数 具备 下 列 条 储 : 
(1) 在 元 素 内 部 应 力 画 数 满足 平衡 方程 (1.104) 式 
(2) 在 边 办 上 满足 力 的 边界 条 件 (1.110) 式 
(3) 在 元 素 边 界 上 合力 连续 性 条 件 不 必 满 足 8 
(4) 满足 不 可 压缩 条 件 时 ， 
岂 司 泛 函 (5.666) 式 实现 驻 值 条 性 的 应 力 勇 数 、 位 移 速 度 为 有 限 
变形 稳定 蠕 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 
am E [2o a0- f dac ios est); dsj 


SgyilSg 


= y? T aito (6s us 0007 


S557! Sap 
F (oi (05 us, 0)* ds (5.666) 
z&B(ou)G.114)55 ADAE SE EBUALIEAE T. 
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证 明 ， 在 变 分 约束 条 件 (1.104) 式 的 条 件 下 ,出 泛 函 (5.666) 
"MENS 于 是 得 


- ƏB(c:)_ 1 
x is} 一 一 R 
SM ner i zl oes - HL "Lor 


1 " > A 
Soy unde = i nj in, [Bode 


= j (is c8 Cr Guia) läs] 


Sall 


So 
— Z [ [| taz «eoe res 0t 
Jap! "Sab 
T£ atlaistu OY 
—(Cois (yi turha) Hi Dr H e)la) Y) 


6A; )as|=0 (5.667) 
根据 兢 定 拉 氏 乘 子 的 原则 与 变 分 法 基本 引 理 得 
a [IM = lj — T dass 7 o Mis fü =0 
(5.668) 
从 一 全 一 0 (Sa) (5.669) 
Aic ù= (Sas) (5.670) 
A= ab = (Saa) (5.671) 


[s ; (Orius i))0, Y +[o l Brit un) ls = 0 f 
(Sa) (5.672) 
综 上 所 述 ， 泛 函 (5.666) 式 的 变 分 条 件 、 变 分 约束 条 件 ( 平 衡 
方程 与 力 的 边界 条 件 ) 和 一 般 约 束 条 件 《应 力 应 变速 度 关系 ) E 


是 待 解 函数 应 满足 的 有 限 变 形 稳定 蠕 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
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(1) 满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 函数 满足 平 A 
方程 (1.104) 式 3 在 边界 上 上 满足 力 的 边界 条 件 (1.110) zÇ; 在 元 素 
交界 面 1. 引 入 独立 参 变量 和 ， 册 使 泛 函 (5.666) 式 实现 驻 值 条 件 
的 位 移 速 度 与 谍 力 函数 为 有 限 变 形 稳定 里 变 流动 理论 问题 的 近似 
fs. 

(2) 满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (1.104) 
式 、 力 的 这 办 条件 (1.110) 式 ， 在 元 素 交 异 面 上 ， 令 


即 构造 应 力 艇 数 为 独立 的 边界 函数 时 ， 则 使 泛 函 (5.666) 式 实现 
驻 值 条 件 的 位 移 速度 、 应 力 栈 数 为 有 限 变形 稳定 蠕 变 流动 理论 问 
题 的 近似 解 。 


5.7.6 余 能 型 修正 变 分 原理 了 


基于 广义 变 分 硕 理 的 广义 泛 函 (4.654) 式 ， 采 用 分 片 构 yë fy 
解 亢 数 ， 可 以 形成 个 面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 变 分 问题 . ! 

HEKERETARI SELLE SR S: y tsk 8 BR 4-3 2 
fü, ARAARA C FERE DR CRUS | 

(1) 在 元 素 内 部 应 力 函 数 、 应 变速 度 、 位 移 速度 为 独立 变 
ux 


N da — —e ak =< ko . er ES de — — ————— —— L 


M 
20 Um wer EX, EE A ' ; 
Ms = X ate Cr (Cf (00001, 


Fa 


Haei g( H Yei oid uy iY); d- P.) |a 


+ | ài Pi 29 (D 65 (ius OL Jas 


Sa 


一 T d (5.673) 


P A 


WEB]. i£i8(5.673) 式 的 驻 值 条 性 为 


M M 
BM. a Y li |a (eut T) oi; 861; 
[ESI Ya né 


t(Lo-( DIE -Laut Mk, He, j 
-Lur ae 28 (H)) Ör; 
4 (Gg CH èis (Orit ur:)) s Pa) òt av 


+ EP329 e Ontur ) ls 
ss 


T (s —üg)(2gC(H)éi; (sib us 0 ;) 1ds 


+ II [(Ps —2g(H)éi, (Bi unl; Sk; 


Sañs) 
T Gi — à2)8(2g(H)8:,(04;- us,)0;) ]ds 


+ | UO;-22(H)e (datum) lo 


Sg'l?25 


*-449 + 


+ (Cai—ge)dP + lår) 
DCI utu as]=0 (5.674) 


式 中 在 元 素 交 界面 +8Pi 为 相 消 项 。 
由 于 öt, 565, 50,,, óP;, Odi (6u1 二 0) 为 相互 无 关 且 
为 任意 函数 ,根据 变 分 法 基本 引 理 得 
ài fT); =0 (Va) (5.675) 
dte à; i7 ltd; — 1 Hk, ite = 0 
I (Va) (5.676) 
其 中 
p=}, f(T)g(H)=1 
p 


[2g(H)ë;; (Öri tusen) 3,; + Pa —0 (Va) (5.671) 
ü.-—ül—O (S1), (S2), (Saa) (5.678) 
P3 —2g(H)éis (ritus Ol; ;=0 (S2), (Sas) (5.679) 
P,—2g(H)ëi i (x tur, )l; ] =0 (S,) (5.680) 
íi—à,.—0 (S2) (5.681) 
上 由 小 述 分 析 可 知 ， 证 函 (5.673) XBSAE ZAR PE IE E. CERE RU 
应 满足 的 有 限 变 形 稳定 蠕 变 流 动 理论 问题 的 全 部 方程 及 条 件 。 证 
EM 
2. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 于 
满足 不 可 压缩 条 件 ， 营 在 元 过 内 部 应 力 和 函数 、 应 变速 度 、 位 
移 速 度 为 独立 变量 前 数 ， 在 泡 素 边界 上 应 力 函 数 与 位 移 速 许 为 独 
立 构造 的 边界 函数 时 ， 风 使 泛 函 45.673) 式 实现 驻 值 条 件 的 应 力 
函数 、 应 变速 度 、 位 移 速 度 为 育 限 变形 稳定 蜂 变 流动 理论 问题 的 
近似 解 。 
3， 余 能 型 边界 元 突 分 原理 下 
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满足 不 可 压痛 条 件 ， 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 (5.675~ 
5.677) 式 ， 在 光 素 边界 上 应 力 孜 数 积 位 移 速 度 为 独立 构造 的 边 
界 责 数 时 ， 则 满足 下 而 边界 变 分 方程 (5.682) 式 的 应 力 函 数 、 应 变 
速度 、 位 移 速度 为 有 限 变 形 稳定 蜂 变 流动 理论 章 题 的 近似 解 。 


M f es 
Ne j (CP? —2gC(H )eis (zi te) Ui) ou} 
onl se 


T —24:)6(2g(H)&1; (Oki usi) 1, )Jds 
+f [(P4—2g(H)à:s(81cd- we) 582 
+(e— àr )8(2g(H)ëÀ (Os dT usi) 0U)]ds 
+ Il [(P; —2g( H)é:;(8siT- us, )1 2652 
8g 82 : 
二 (一 OPE (&.— dz) 
` BICH Jrs Bu Hun)ls Jäs] o (5.682) 
4、 余 能 型 加 权 余 数 (P X SSS) 方程 了 
满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元素 内 部 应 力 函 数 、 应 变速 度 、 位 
移 球 上 度 为 独立 变 景 函数 ; 在 元 素 边 界 上 应 力 函 数 与 位 移 速 度 为 独 
立 煌 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (5.674) 式 的 应 力 攻 数 。 
应 变速 度 、 位 移 速 度 为 台 限 变形 稳定 螨 变 流动 理论 河 题 的 近似 
B. 
5.7.7. . 祭 能 型 修正 变 分 原理 JI 


对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 同体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
各 、 匡 于 广义 变 分 原理 的 泛 汗 (4.654) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 函 
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数 ， 但 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 为 连续 函数 、 应 力 通 数 为 独立 构造 
的 边界 函数 时 ， 可 得 下 面 各 类 变 分 原理 。 

1. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 了 

WERT JELMA HAARR EER, MEE AAE 
TERK RAA E 71 RRO a v BJ E RA BT, 
则 使 泛 函 (5.683) 式 实现 驻 信条 件 的 应 力 函数 、 应 变速 度 、 位 移 
速度 力 有 限 变形 稳定 蠕 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

Ma_-3 一 2 UT. oL bum ees gf OD oo £ 

Va 


8-1 
A da ((29(H)6: (Bo. un iD), + F») lav 


+ [st Pz 729 (D Gom Ol las 


-[ pias | (5.683) 
32. bbm mi GU Xie) KEI 
Wh RuHES8dG. NiEGOXNUYZS BUR EXE HE re 
”速度 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 应 办 函数 为 独立 构造 的 边界 
函数 时 ， 册 满足 下 面 变 分 方程 (5.684) 式 的 应 力 两 数 、 应 变速 
上 弃 、 位 移 速 度 为 有 了 艰 变 形 稳 定 肾 变 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


5 tfi (es; -$)o, Jesi, 
azili 


+ (Lois 2ug(H ie (Bet ut)) RIA 


T OSgCH )e;5 (si Fu iD; P) à. |de 


452 >» 


十 Í [O(P —2g(H)ëé (ze Tuk, Ol; 203 ds 


Bansl 


+ [ Pig Nes Ort u) 


Bana 


+i ü) PL] as] 


50 


^M [ [| tri Gatto res O19682 
San=1 Nb 

+ [| Pi- atis Qu hne DU? 302185 
Sab | 

+ [| tea spapilas =o (5.684) 
555 


5， 余 能 型 边界 元 变 分 原理 世 

满足 不 可 压缩 条 姓 ， 若 在 元 束 内 部 待 解 通 数 满足 方程 (5.675 
5.611) 3X5 在 元 素 边 界 上 应 力 洱 数 为 独立 构 秆 的 边界 函数 计 ， 
Ju 38 55333171843 2] (5. 685)5XBS9 V Z2 RC. SREE MELE 
e 
Ei 站 [Ps—2g9(H)é (Bs + ur) ls ]Binds 


2i 
Sans, 


+ II [(P; —2g(H)é;s(Oe, Fus, i)li) Öis 


So 08; 
EUN 


一 5 T [P: —(2g(H)éi; (Orit uri) li) 6ütds 


Sab =1 Sab 
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+ [[ ter GaGDé (ri Humi) Lo 8214s 


Sab 


+f [es 一 区)9PDas] =o (5.685) 
855 l 


EREE PS BE BB pKa ZEUE ANE. 
5.7.8 余 能 型 修正 变 分 原理 JV 


对 网 体系 统 进行 离散 分 竟 ， 把 加 体系 统 分 审 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 基 二 广义 变 分 原 更 的 泛 函 (4.661) 式 ， 采 用 分 片 构造 待 解 通 
数 ， 藻 在 元 素 边界 上 独立 构造 应 力 函 数 为 边界 函数 时 ， 可 形成 下 
面 各 类 修正 变 分 原理 。 

1. 余 能 型 有 限 元 修正 变 分 原理 

满足 不 可 压缩 条 件 ， 若 在 元 素 内 部 应 力 阴 数 与 位 移 速 度 为 独 
立 变 基 函数 ， 在 元 素 边界 上 应 力 函数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 
则 使 泛 函 (5:686) 式 实现 驻 什 条件 的 应 力 函 数 、 位 萝 速度 为 有 限 
变形 稳定 蚜 变 流动 理论 问题 的 近似 解 。 

M j 
Ms- p uf 0o Jot 


li 
Va 
NIC CTI TTL. P») |dv 


= [tette o t;— P; uds 
5a 


一 üP? as) (5.688) 
2. f$RREZIBUBUREE (P S sS) AEN 
WR PLK Hi b, FMIJA MERE yh sr UW ORE p 
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数 ， 答 元素 汕 界 上 应 力 函 数 为 狼 立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 
分 方程 (5.687) 式 的 应 力 函 数 、 位 移 速 度 为 有 跟 变 形 稳定 是 变 V 
动 理论 问题 的 近似 解 。 


z Wr CES ur) 8e! i 


+((G;; (x; TusO) Piu de 


= I| [Jis (@zk us, )l;, — Pe ]Ossds 


BaS 


cw" | [C045 (51, Hurly — Pidie 


Fany 


Gi n)Ptjés] 


So 
- {fee -ensasas 


3ab=1 Sab 


+ [| (oues 210?  Pro2tas 
+ pr (ài —32)8Pf iso (5.687) 
-3 AES FLQ y MO E V 
WERI EE SRAR HE. ig SENS XEXOSE N SR W E(5.675— 
5.677) 式 ; ENTRAR E JJ RC LS Ms 9 ia FA I, RJ 
EET EXEAEASR JP ER 5.688): B9 RV R AEA A 限 
AS JE M E WL 50 388 38 [1 LIS IC TOL 88. 
y>! ll [os (Ov Tuza )l; — P; 182: ds 


Wt gii 


+ || Cowart und PD S2 


POL 


+G ao8P1as] 


30 
+ > [ [| orört ul) = Pratas 


Sop7Tl Sab 


+ Í) rto Be Lu yt) r= pt ashkay 


San 


+ II [a2 — at ]8P1 ds en (5.688) 
Sup 


上 述 原理 的 证 明 与 前 类 同 ， 在 此 证 明 从 略 。 


$5.8 结 it 


修正 变 分 原理 是 基于 古典 与 广义 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 ， 
为 保证 待 解 函数 在 元 素 父 界面 上 的 连续 性 条 件 ， 采 用 拉 氏 乘 子 法 
导入 修正 项 而 形成 的 新 型 变 分 原理 。 

本 章 主要 是 基于 三 类 《二 类 ) 独立 变量 函数 的 广义 变 分 原理 
的 泛 函 的 基础 上 ， 建 立 了 不 同 守 已 家 的 各 类 新 弄 修 正 变 分 漂 理 。 

基于 各 种 类 型 的 修正 变 分 原创， 可 以 建立 只 少 不 同 特点 的 可 
供 选 择 的 种 种 有 有 限 元 与 边界 元 新 模式 ， 为 结构 工程 的 数值 分 析 提 
供 理 论 基 础 。 
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第 六 章 ”可 动 边 界 变 分 原理 


86.1 f x 


6.1.1 可 动 边 界 的 变 分 问题 t1221 


PESI 31 FLAG 2E 2y BES E: RARE Pa Ce T SB 32 PE TRO rh B) 
性 的 条 件 下 ， 探 讨 能 量 泛 机 的 变 分 问题 。 可 动 边界 的 变 分 问题 具 
有 两 个 特点 ， 其 一 是 泛 巩 的 积分 域 是 变动 的 《待定 的 )* 在 求 泛 通 
指 变 分 时 要 考虑 到 泛 函 积分 域 变动 的 影响 ， 为 了 具有 广泛 性 ， 对 
男 体 系统 进行 几何 襄 分 ， 划 分 成 丰 限 个 元 素 , 对 每 个 元 素 而 言 ,其 
边界 是 随 着 变形 过 程 ( 或 裂纹 扩展 ) 而 变动 的 ， 因 此 元 素 的 边界 蚌 
可 动 边界 ， 适 用 于 对 固体 系统 内 部 任意 变动 的 界面 的 分 析 与 研 
帘 ， 其 :二 是 在 元 素 交 办 面 上 待 解 函数 具有 各 种 问 断 性 ， 如 待 解 
本 数 本 身 或 具有 间断 性 (在 型 纹 或 孔洞 边界 )，* 或 为 连续 的 函数 类 ， 
或 为 函数 本 身 及 其 一 阶 导 数 连续 的 函数 类 ， 或 为 具有 更 光滑 的 
KAX, NTRA ETE RAA HER RAR (EARR 
在 元 素 的 交界 画 上 其 有 不 同类 型 的 间断 性 。 可 动 边 办 的 变 分 原理 
就 是 基于 上 述 两 点 建立 起 来 的 变 分 原理 ， 许 多 实际 问题 的 变 分 问 
题 都 是 属于 可 动 边 界 变 分 问题 的 范畴 ， 奶 有 限 元 法 的 变 分 原理 实 
质 上 是 属于 可 动 边 界 的 变 分 问题 的 范 贿 。 因 为 元 素 边界 是 随 著 变 
形 过 程 而 变动 ， 是 可 动 边 界 ; 待 解 函 数 是 分 片 构 造 ， 在 元 素 交 界 
面 上 待 解 函 数 具 有 各 种 不 同 的 间断 人 性。 又 如 弹 塑性 体 和 接触 问题 
的 变 分 问题 、 裂 纹 扩展 时 能 量 失 效 量 与 失效 率 的 分 析 与 研究 等 
等 ， 都 属于 可 动 边界 的 变 分 问题 的 范畴 。 
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所 谓 可 动 边界 变 分 康 理 一 般 指 在 古典 变 分 原理 、 广 义 变 分 原 
理 ， 和 修正 恋 分 原理 的 基础 上 ， 利 用 可 动 边 界 的 变 分 归 论 建立 解 
决 实际 问题 的 咎 种 类 型 前 原 琴 。 当 略 去 边界 可 动 性 的 影响 时 ， 可 
动 界 的 变 分 原理 就 运 化 为 古典 变 分 愿 与、 广义 变 分 原理 ， 利 修 
正 变 分 原理 。 在 不 同 条 件 下 可 以 形成 类 型 众多 的 可 动 边 界 变 分 原 
理 。 这 里 仪 介 绍 具有 昭 型 性 的 原理 ， 根 据 建 立 这 些 典 型 性 原理 的 
理论 与 方法 ， 其 它 类 型 的 原理 自然 台 以 建成 。 


6.1.2. 可 动 界 面 的 交界 条 件 
当 可 水 界 面 在 固体 内 部 时 ， 待 解 函数 在 可 动 界面 虐 应 满足 的 
条 件 称 为 界面 父 界 条 件 ， 简 称 交 界 条 件 。 当 可 动 界面 在 国体 整体 
边界 上 ， 由 于 考虑 边界 可 动 性 的 影响 ， 待 解 函数 应 满足 的 条 件 称 
为 附加 边界 条 件 。 这 与 固定 边界 情况 下 的 力 的 边 异 条 件 和 位 移 边 
异 条 件 是 有 区 别 的 。 交 园 条 件 与 附加 边界 条 件 是 利用 可 动 边界 的 
变 分 问题 区 理论 ， 对 能 量 泛 函 进行 变 分 运算 而 获得 的 。 它 们 是 可 
动 边界 变 分 申 理 的 部 分 变 分 条 件 。 
6.1.3 坐标 变换 
为 了 分 析 可 动 近 界 的 变 分 问题 ， 下 面 对 元 素 都 取 坐 标 变 
jk, EH 
£i xi axi (6.1) 
Xp x; 六 国体 元 囊 和 点 的 变形 前 誉 标 £e 为 相应 点 的 变形 后 坐 
标 ;8xt 为 坐标 的 改变 量 ;a 为 微小 参量 。 当 & 二 0 时 ,上 述 次 换 为 恒 等 
变换 。 在 上 述 变 换 条 件 下 ,把 积分 域 V (4) 变换 成 积分 RV Gn) 
(简写 成 VY。) 是 一 一 对 应 的 ， 变 换 是 连续 的 且 具 有 连续 前 GG s 
Xx, MEDEIA O, (Hu, FPL Sk 在 变换 (6.1) 式 
p, nj»? 
uil) =u; (xi) + abu; (6.2) 
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ui;(Ei) ui (xi) |- aus 
Ma-O0B, d 
Wi(€1) — ui(xi, uig(£i), oj) 
同时 有 


CES Jul es 
dx= DE, DITE M 


Buy, e i (6.3) 
a 
ATETA. MESARE, W 


gui (xia) 
` Qa 


_ (6.4) 
6 u, = 
6 u=? Ena) Óx;-—16,;0x3 


(6.5) 


Burn Ii mau, rus, atr 
Hp Sufi S un EA oM, S Stall ci 时 而 产 
puipunsM] 28 分 ， WO utg 6 uns WERL T AER Uka 时 
PERU Hun 092054. 
由 此 ， 方 程 (8.3) 式 可 表示 为 
8u;— Sui Bui Sud Ui ;Ox; 
(6.6) 


0u;,5— St, 6 up; 6 ups Tur, kxr 


$6.2 弹性 力学 的 可 动 边 界 变 分 原理 


6.2.1 势能 型 可 动 边 界 变 分 原理 开 
对 固体 系统 进行 离散 分 市 ， 并 采用 分 片 构造 竺 解 西 数 时 ， 能 


* A61 » 


量 泛 函 的 变 分 问题 是 待 解 函数 具有 间断 性 欧 可 动 边 界 的 变 分 问 
EUM [4—51 
1. 可 动 边 界 的 变 分 问题 
对 固体 系统 进行 离散 分 荐 ， 把 因 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 和 和， 站 可 支边 界 的 情况 下 、 痰 形 后 固体 系统 的 能 量 泛 函 (3.1) X 
变 为 
Gym f| Aana), 
a-t y GR) 
uj (t a) dv ED) 
- [o Biuteia)ds (es) ] c. 
3,4 008, 40 
其 中 


Am S unitis — Pius (6.8) 


(MESES BLA IUS FUSE ELA | | 
HARRER, WZA 7) 37H BUE FUELS 


则 有 
M A 
s la) = D {ffA uena), 
wj(£na)1|J!dv 
ES [ Piu(éna)|J:läs} (6.9) 
ENSI 
其 中 
DCE £s) = D(E n6) 
Pt Dieis) 1 DG) VEI) 
(i,],k—1,2,3) 
为 雅 各 比 行列 式 。 
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(2) 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 
泛 函 实现 被 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 函 (6.9) A 的 


ECHTE 
Sa (e) =s |... 
M 
= 工 { IER (Ao ) Oo] dv 
"er vd =0 
- | [Hi Eut Pu) d] ds (6.11) 
TRNA, 
其 中 | 
vi Der (Ann TERSCSEEEE TS 
a 
=: EET P DA 
e: jos (5 25s jou; 
JA I 
B 2. jòu | (6.12) 
E ;) hé 
(96 936) 96 
i ax àx,; axı 
3 j| = 91908 96 Əts 
ga " 3a| 9x, ax Jx 
92: 96. Afa 
Əxa REE Oxs sd 
90x; , 9üx» | GOx3 ~ 
Jx, + TA -一 一 一 十 ar, (8xi),i (6.13) 
Aeg | US (e) + (o) 
da a | ak 8t dx; Jrk 
Dxp OXk lazo 
ie (6.14) 
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2; (Pau) = 3L (Puust AGED 


23:8 
= a (Pius), 1j 10x3 (6.15) 
j- 


i= Tri 
SUbPOUSHÉES Moga, 
将 方程 (6.12~6. dd 代入 (6.11) 式 ， 得 
.ee zi (Ao) Bx (Ar) 80s 


十 (An Ót, HAO (èx) s jdo 


fr 


-[: (Piu, ;. LER SET 


s aSa 
T(Pui(5x;),;.:]ds? (8.16) 
HEJTO. DR, YE EAA E ORE k 3 (1.2) XX 

了 时， 方程 (6.16) 式 变 为 
engi 


=1 F a 


aGijsi£ec(u 1) ug 


Fona A didal 
E j ((Pius) 929) ). i Pousids | 


Ba, 
(6.17) 
利用 (6.6) 式 和 Green 定 理 ， 方程 (6.17) 式 可 化 为 


| || ^ Lancia» „s+ F1] Š uidv 


asly 
+ [fiene 8 Ui+ AnlyBxsids 


十 [I [Caissig eil — P) 5 web P, Jas} 
SaS 
(6.18) 
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其 中 
P, = A$;0x; —CPiuibx;),;.: (6.19) 
HERTA, 85 EID ig Bu) 53 PL B4 4pu[ 4) 3 WS EZ. 
Jp — 82r 25 8 pa CAS Erg dc GERA FECE E) 引起 的 
另 一 部 分 为 积分 区 域 的 变动 而 引起 的 。 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 油分 方程 及 条 件 
在 可 动 边 界 恋 分 问题 的 一 阶 变 分 等 于 零 的 条 件 〔 驻 值 条 件 》 
下 ， DC MANUS ss s XOT. S AGER 
附加 过 界 条 件 。 
基于 
Sf en 1770 (6.20) 
的 条 件 下 ， WMR Š ti 与 5x; 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 
法 基本 引 理 ， 册 (6.18) 趟 得 


(asgpi£ siti), - Fi=0 (Va) (6.21) 
PRU F, 

MEL (6.22) 

[COD MET (8.23) 

01 jxi£xil; — P ,=0 (S,) (6.24) 


P, — Aol;0x; —(Piuibx;),j«:70 (Si) (6.25) 
(S$,,71,2,:,85)* 
其 中 $6 为 元 案 Sa 与 9, 的 交界 面 ，50 为 交界 而 的 个 数 ，563 十 0 与 
So 一 0 表示 由 它们 标 出 的 物理 量 分 别 从 Sa 的 左右 方 趋 近 Sas HL 
WEH. 
HF (6. 216.25) tš n] 8 RE 4p E 等 价 的 微分 方程 
《6,21) 式 、 父 界 条 件 (6.22)、(6.23) 式 、 边 办 条 件 (6.24) 式 和 附 
ns 928 fECO 25) X, 


* 下 文中 Sa5 一 1 2s € Sois HUS TE TES SM ERTEILEN. 
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如 果 在 元 素 的 边界 上 ， 令 


6 U= pui — Ut kÔxE 


将 (6.26) 式 代入 方程 (6.18) 式 ， 并 令 其 值 等 于 零 ， 则 | 有 


M 
Oa 26-177 > Í E [Gries o), + F lSuedo 
a=1`; 


+ Daswenisduds 
z 


+ faon- Vei jerEx1l y )Oxads 
g g 


a 


十 f (auagnl e — Pi)duids 


8408, 


(6.26) 


+ II [Pe —(ausieil,— Po) ite ibno]ds ] 0 


Ba, 


(6.21) 


如 果 8 wi,8ui 与 5xx 相 孔 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 法 


基本 引 理 ， 由 (6.27) 式 得 
(assrreri (ui), + P =0 (Va) 


Sat 0 
Sar’. 


(aisgieiil)) 
Sa *0 

20 91 
Gijii£iil ; — Pi=0 (S1) 
P, — {aispierls— Pi)unsÓxe—0 . (81) 


(Asl — 1,0; ser Epila) 


(6.28) 
(6.29) 
(6.30) 


(6.31) 
(6.32) 


如 果 Bws 与 5x# 相 关 时 ， 沼 变形 后 企 元素 边 界 上 的 德 解 函数 


为 Us= RED) 


所 以 


Ôu: = Ri,sOx» 
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(6.33) 


将 (6.33) 式 代入 (6.27) 式 得 
a ee 
6. 14-17 x( — [ (aiee (ue), + Fri 8 u do 


80-1 ya 
[tastes Gea ue )aceedloxsis 
Sa 
+ | LP, t (aiaigal; — Pi) CR à — uie) 
FATE 
* Óxe ]ds) —0 (6.34) 
由 于 5 ui 与 Sxx 相 互 无 关 且 为 任意 函数 ， 根 据 变 分 法 基本 S| 
理 ， 得 | 
(a;;/ja8xi(u )), + F =0 (Va) (6.35) 


Sarti _ 


. [Aol + (Ri) — uq, SEAT ll HA =0 (6.36) 


Pet (amend;— Pi) (CRG,e— Ui,k) Or =0 (Si) (6.37) 
jjf8(6.28—6.32), (6.35—-6.37)3N fll (6.37) KB Lp n] 3 MI 
界 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 、 边 界 条件、 交办 条件、 险 如 边界 条 
f. A 
(4) 结论 
可 动 边 界 的 能 量 泛 活 的 变 分 可 分 为 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 为 待 
解 通 数 本 身 的 改变 《积分 域 固 定 ) 产生 的 变 分 ! 另 一 部 分 为 积分 
域 的 变动 而 产生 的 变 分 。 积 分 域 的 变动 产生 的 能 量 泛 函 的 变 分 是 
计算 裂纹 扩展 时 能 量 耗 散 的 理论 基础 ,在 断裂 分 析 中 有 重要 意义 。 
交界 条 件 是 待 解 承 数 在 元 素 交 界面 所 频 满足 的 条 件 。 当 这 些 
条 件 不 满足 时 ， 能 量 泛 酒 的 一 阶 变 分 不 等 于 零 ， 在 元 素 交 界面 上 
导入 了 误差 。 在 对 连续 体 用 有 限 元 法 作 离 散 分 析 时 ， 交 界 条 件 是 
保证 有 限 元 法 收敛 的 必要 条 件 ， 同 时 也 为 自 适应 有 限 元 法 提供 了 了 
计算 后 验 误差 的 估算 公式 。 
2. 势能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 
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在 驹 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基 础 十， 

当 待 解 函 数 在 元 崇 内 部 满足 应 变 位 移 关 系 (1,2) 式 ， 在 边界 S$。 上 

WELEER. REDRAR ES. o LAE B R 

PRAE RSA ERRA WAEA 程 46.38) 式 的 
TEC ER A SE E 73 27: IRI DE BO EE o 


z Pe ll Buuds| 


SaS, 


4 [ Aslðxsds+ j P, ds}=0 (6.38) 
其 中 心 为 (6.8) 式 ， 卫 .为 (6.19) 式 。 

3. 势能 型 加 权 余 数 (PS ni &) 方程 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 教 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 关 系 (1.2) 式 ; W RSE 
满足 位 移 边界 条 件 (1.8) 式 ， 及 在 元 素 交 界面 上 位 移 函 数 与 坐 标 
的 改变 量 5x; 为 连续 函数 时 ， 册 满足 泛 a 变 分 方程 (6.18) 式 (或 
《6.27) 式 ， 或 (6.34) 式 ) 的 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

4， 势 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 

在 对 园 体 系统 进行 离散 分 着 与 分 片 猩 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 冰 衡 方程 (1.1)、 应变 位 移 (1.2) 式 、 
HEOIR, WARECO.) R, CERLA HMS. o E 位 移 
函数 为 连续 的 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.38) 式 的 位 移 函 数 为 弹性 
pi ARDEN: 
rft (Rr,,—:5,5)052:8:; ]6nds 


ail 


十 J [P, + aimenls— P) eos — i, )on3ds] =o 


34754 
(6.33) 
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其 中 # 为 边界 $。 的 外 法 线 方 向 ， Sn 为 法 线 方向 的 改变 量 。 
上 述 详 原理 ， 当 赂 去 边界 可 动 性 的 影响 时 ， 它 们 就 进化 为 可 
应 的 烷 能 型 古典 情况 的 变 分 原理 。 从 上 所 论 过 程 证 明 诸 原理 是 很 
方便 的 ， 故 证 明 在 此 从 略 。 
6.2.2 势能 型 可 动 边 界 变 分 原理 II 
对 固体 系统 进行 离散 分 着 ， 妆 RH HAS EISE. BE 
TZ BL ZE 2y BJ T: p ARE ER 39k B. A TT BE S WE LER BO 7E Ap [n] 
题 。 | 
1， 可 动 边界 的 奕 分 问题 
对 固体 系统 进行 房 散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
T, 在 可 动 边界 的 情况 下， 变形 后 同体 系统 的 能 量 泛 函 (4,20) 式 
变 为 | 
x 
N-4 a =L [i Acl £si(a), Ii(£oa)uni(Ena), 
eri y log) 
Eilina), oi(£oa)ldv(&) 
一 Puns(tsa)ds(£1) 


mati 05, (2,0 


B — (a sa aciieui)l; (u; — i )ds J 
S415; 
(6.40) 


其 中 
ET Sageer en — Fan 
1 1 I 
一 这 (co 十 atyrter( ee 一 $Unj— gun) 


Q1). 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 
利用 仅 标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 画 (6.40) 式 用 阁 定 积分 域 表 示 。 
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则 有 ' 
n 4 (2) = Effa COL uil éna) 


ws ea) tuna) mua) ldo 


5 f Piu: lts a) |Jilàs 


sans, 


一 J L(eo+aQcsea)l Qu i)ds] (6.42) 
Sans : . 
(2) 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 
泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 函 (6.42) 式 的 
一 阶 变 分 为 - 


sa 
ER 22 Cw). ] a 


二 ll TE (aig t Qsiert )ly (u— ui) NC 


- X a FCA S), Bo, 


t 
+ (As), Bur, 
T (Ap), Serat (Ao), , ,0047+ As (òx)n Jav 


一 | | (Pii). sec CP), Bus 


FREE 
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(Pu Bx) je 


一 (a1) (Loi acne Jis 
FA" m 


«(iot gane Ji Suds] 


M — 
| 和 
= zi [^3 (29s qus ) òis 
851 Y, 


= H (sy 一 aiyrzet)5sty l 
-( y Gut —ERJSEESIEC 


NICE tds 十 Atas. 
Sa 8a 


十 [ W G:;#t8pt uP Jut P, Jes 


2 
Bai 


v ees ; ty 十 Lamer )ls Jas}=0 


(6.43) 


其 中 
P, — Asl ;8x; — (Paubx;), 1a 


=| zauneuen Pau — lous 


: 1 
ur Vi) — uit 22 


. 471. 


—(Puóx;) rs (6.44) 
在 $; 的 边界 上 位 移 为 给 定 的 ， 因 此 ， 这 蚌 固 定 边界 问题 。 
由 上 式 可 知 ， 能 量 泛 函 的 可 动 边界 的 变 分 分 为 两 部 分 ， 其 中 
一 部 分 为 待 解 函 数 本 身 的 改变 〔 当 积分 域 固 定 ) 产生 的 变 分 ， 另 
一 部 分 为 积分 域 的 变动 而 产生 的 安 分 。 
(3) 与 变 分 问题 等 价 欧 微分 方程 
在 可 动 边 界 变 分 问题 欧 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 可 动 边界 的 能 
量 泛 函 的 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 
边界 条 件 。 
基于 
ÒS oa-s=0 (6.45) 
HRT: WE Oris 8 esj,6ui 与 5x; 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.43) 式 得 


Ci 一 QHIEHE 一 人 (Va) (6.48) 
suu, — go (Va) (5.4): 
T (Guauonsa), + P =0 (Va) (6.48) 
lut aant); i 0 (6.49) 
tà roto =0 ; | (6.50) 
Vies Lomas | (S1) (6.51) 


1 E i1 
P, =| 证 aaaetyere 一 有 i {0 aijee) ` 


(es 254 Huji ) Juss (Panz). co 
: (Si) (6.52) 
H:i—u-0 (S,) (6.53) 
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如 果 在 元 素 的 边界 上 ， 令 
$u;—85u: —uixBxs (6.54) 
将 (6.54) 式 代入 方程 (8.43) 式 ， 则 有 


M pr 
S... i zif — L émis agtn) Q zij 


a=] V. 


一 区 ee 一 EL 
CREDENTES 


+i 2 (94+ ormeni)ls (dur)ds 
5a 

+ffa lues (oit Lacie Ju ]sx<as 
1 0 , 了 i 2 J ki 


s [ [ : (rc aumen)ls— Ps [buds 


8405, 


Es ll CE 


Ba, 


— Pi jussis |ds 


十 f [Giu 6 (to 


za ns; 


+ $ asmen JL, Jas}=0 (6.55) 


BUR 5 cis Ó 605,16 ti,86ut 与 5xt 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 
根据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.55) 式 得 
* 473 * 


C1$—ÜQtbi£rL—0 (Va) (6.56) 


el 一 过 wo 一 uero (Va) (6.57) 
lGiutaaeci) a Fio (V,) (5.58) 
1 S +ê 

> (unt di jeiEet)l; 2 BL) (6.59) 


[Ac neo gane Ju ] eat 


s ap^? 
(6.60) 
gra aeen)l— Pio ($1) (6.61) 
2s *iG gut g aunen )ls — P, |ui 8x =0 
(Sı) (6.62) 


i — u= 0 (S,) (6.63) 
如 果 5ui 与 5xx 肯 关 ， 那 么 变形 后 元 素 边界 上 的 待 解 函数 为 
uc RC) 
所 以 
Ou Rt ex, (6.84) 


将 (6.64) 式 代入 (6,55) 天， 四 得 


> NM 
Do i x V 8 es 
0-1 [A 


1 1 ru 
m. (ss pui 2 ) 50i; 


-(3 (a5 d acie rest) +P) du lds 
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十 fln 十 Gua Los + Qijk1ERI v ]6xeds 


Sa 


de | [B+ (Rua — usa) C "TTE 


Susi 
-Pi jos, |ds 


+ [emos (o > CH 了 ez Jls |as]=o(6.s5) 
HT Sen, bou bucg5x 相互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 所 
变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.65) 式 ， 得 | 


715—Gt ig: Eg: =Ù (Va) (6.66) 
so 一 一 Lum (Ve) (6.67) 
getan) + P =o (Va) (6.68) 


[Ast (Ris 一 人 Tiz 


41 pec 
HI) E ILC (6.69) 


P, Grae) (Tor Tanti J, — P, Jaz, =o 
(Si) (6.70) 
Bi ~u =0 (S2) (6.71) 
TERERBARTTT. ATSE N ERRARE AE 
AK1T(6.46—-6.53)3& (RA (6.56~6.63)R, WA (6.66~6.71) 
A) 是 与 能 量 泛 函 的 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.46 一 6.48) 式 。 
> 475+? 


交界 条 件 (6.49)、(6.50) 式 或 为 (6.59)、(6.60) 式 ,或 为 (6,69) 
式 )、 边 界 条 件 (6.51) 式 与 (6.53) 式 及 缠 加 边界 条 件 (6.52) 式 (或 
为 (6.62) 式 ， 或 为 (6.70) 式 )。 

Ru AL 求 得 的 这 些微 分 方程 、 

条 件 、 边 界 条 性 及 附 如 进 办 条 件 是 弹性 力学 问题 前 待 解 函 数 

A: 

2. 势能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 I 

在 对 面体 系统 进行 离散 分 则 与 分 片 构造 符 解 函数 的 基础 上 ， 
当 应 力 、 应 变 、 位 移 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 交界 面 上 ， 位 
移 函 数 与 坐标 的 改变 量 5x; 为 连续 函数 时 ， 则 训 足 泛 函 变 分 方程 
《6. 72) 式 前 位 移 、 应 变 、 应 力 男 数 为 弹 伺 力学 问题 的 近 亿 解 。 


=e a= | Panas 


S, 3181 


ECT darti) (na i jas] 


Sansy 


+ 中 aaxsas+ DD Pdsj=。 (6.72) 
Sa 8508, 

其 中 As 为 (6.41) 式 ，P。 为 (6.44) 式 。 

5， 势能 型 加 权 祭 数 〈 广 义 人 匣 略 金 ) TBI 

在 对 同体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
当 应 力 、 应 变 、 位 移 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 交 界面 上 ， 伺 
移 函 数 与 坐标 改变 量 8xj 为 连续 函数 时 ， 则 满足 泛 通 变 分 方程 
(6.43) 式 《或 {6.55) 式 ， 或 (6.65) 式 ) 的 位 移 、 应 变 。 应 力 通 数 
为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

4， 势 能 型 边界 元 可 动 边 界 突 分 原理 T 

在 对 固体 系统 进行 离 茹 分 制 与 分 片 构造 待 解 函 雪 的 基础 上 ， 


476、 


若 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 应 力 应 变 (6.66) 式 、 应 变 伞 移 (6.67) 
式 、 平 衡 方程 (6.68) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 ,位移 函 数 与 坐标 改变 量 
8xi 为 连续 函数 有 时， 刚 满 足 边 界 变 分 方程 (6.73) 式 的 位 移 、 焉 变 。 
应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 

x: [49 (Ros cue (50i — Jis Jonas 


à 


asig 
+ Il LECT 
MM 5 
pd LOI Ju - P. Jes Jas 
+ | —u:) 51 043 十 2 AGER: ly lds;=0 (6.73) 
n f (2 ) ] | 
其 中 ho 为 (6.41) 式 ，P。 为 (6.44) 式 ，# 为 边界 5 的 外 法 Ry n 
为 外 法 线 的 改变 是。 


当 路 去 边界 可 动 性 的 影响 时 ， 上 述 族 定 理 就 退化 为 相应 的 广 
义 变 分 原理 ， 它 们 的 证 明 从 以 上 论述 中 很 易 得 证 ， 故 在 此 证 明 从 
". 

Ti, JETOEIETE/REURRBUU EUER SEMI (2I T 335 FEE 4) UR 
Hh REBĦ ETORGETGE ETARE, Ei kH ERA, 
直接 写 出 有 关 各 类 可 动 边界 的 变 分 原理 。 

6.2.3. 3 iESUT E LN E 2 III 

1. 势能 型 上 有 有限 元 可 动 边界 变 分 原理 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 着 并 分 片 构造 待 解 函 数 的 基山 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 (1.2) 式 ， 及 在 元 素 边界 上 
独 六 构造 应 变 函 数 为 边界 函数 〈 用 其 表示 应 力 阴 数 ) 时 ， 则 满 
足 灾 分 方程 (6.74) 式 的 位 移 、 让 变通 数 为 强 性 力学 问题 的 近似 

ur 


{sae ements 


+ I| (assmerls) adds | 


Bass 
+| abaeas+ f Pds}=o (6.74) 
a 8458, 
其 中 
A; 一 -二 atytteiyetdt — Fiut (6.78) 
P, = Asljóx; — (Pitxi) ni (6.18) 


2. yeast xE) 方程 

TEXT EUR 28 HEIT TAB 9053 2x HEIDE SERE PR 3 ERE E 
rte SCR PLE 2 R Pi SK EEE. 2); LRA PL 十 独 
SAN EI E ECC PE SEE (GHEREA) 时 ， 则 满足 变 
分 方程 (6.77) 区 的 位 移 。 应 变 函 数 为 弹 竹 力学 问题 的 近似 解 。 


rl (asus), t Pi| 5 uido 


ast 全 


F j [Pe + (asal PO) Eu: Jis 


S581 


E [ Cacaieuli)! — (assrierla) Sas 
Sansy m 


一 Í [G2 8 Canned) ja 


FACEM 


$ TIC — (arspeig ila)? k 


$a IB, 


* 4187 


+ j [ Cassel a)? — (armeria)? ) Š u? ds 
Sap 


十 II [Cet uty (areri; Y ds 


Sab 


其 中 (aisrietils)* 可 取 为 


$ lameri)? =Car eril) -(anenuli))g5xe (6.78) 
'$ Caiusieiil;)* = [(assitkilj), i — (aiieieeili) glos 
(6.79) 
这 要 由 在 元 素 边 界 上 构造 的 应 变 函 数 的 情况 而 决定 。 
5. 势能 型 边界 元 可 动 边 内 变 分 原理 下 
在 对 辕 体 系统 进行 离散 分 割 ， 并 分 片 构 造 待 解 函数 的 茜 础 
上 ， 若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 变 位 移 〈1.2) A, FA Jy E 
(6,35) 式 ! 在 元 素 边 界 上 独立 构造 应 变 函 数 为 边界 聊 数 《用 其 表 
示 应 力 函 数 ) 对 ， 则 注 足 边界 变 分 方程 (6.80) 式 的 位 移 、 应 变 芳 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
M. 
| | [P。 十 (azyxiesily 一 站:) 8 u«]ds 


€"* g në, 


-— I [ Cacssiesil;)* —aiiiiesidl ;] Š usds 
84082 i 
= pn r (uj —9) 8 (awnenls)’ m 


8,08; 


“> ATg 


-— x” (T [Cassel )! — Cai ssiesil;)" J Š u “d 


S 
ab-l Sab 


t J E Caigxieiil)? HOMERUS ë uid 
十 Ji [Cu? —u?)8 (aixi£eeil;)? 1ds 


— I tat (A l)? Jxids]- o | (6.80) 
其 中 在 元 素 边界 上 构造 的 应 变 函 数 的 变 分 ， JR "I XR (6.78) 5X 
(或 (6.79) 式 ) 。 


6.2.4 泳 能 型 可 动 边 界 交 分 原理 TIV 


1 .势能 型 有 夕 元 可 动 边界 变 分 原理 也 

在 对 固体 系统 进行 离 必 分割 并 分 片 — t, 
XA. A, ipa ayu E SAN, 在 元 素 边界 上 位 移 、 
-应力 函数 为 独立 攀 造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.81) 式 的 
ES BOXE. REIS EAE TEJI SEE SIRE I XE DUR., 
工人 [Aste [Pr uy: 


a-i 


-| sara]: [^ lj5x,ds 


s a31 


+ Ü Pp.as}=0 (6.81) 


8418, 


I 1 
A = Ps Cio; ti (g 7 aiit) 


*.480. * 


-gme (en— > Wess ~ LET )- Fa 


(6.82) 

š P,—A,l;b5x;—(Piuubxj)je . 3 (8.83) 
2. SREE EORR RC (P LEER) 方程 IV 

在 对 男 体 杀 统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 诅 数 的 基础 上 ， 

若 位 移 、 应 变 应 力 孙 数 为 独立 变 景 函数 ， 在 泡 素 边界 二 位 低 、 应 

力 沙 数 为 独立 构造 的 边界 酒 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.84) 式 的 位 
移 、 应 变 、 应 力 落 数 为 弹性 为 学 问题 的 近似 解 。 


M " 
ziii- x (01;—4Gijkiiki) Ó Eis 
6-1 Ys = : _ 
1 1 1 
到 (er ge 2 LEE AUN 
1 r uhr] 
"Apr (Tist aisre) + Fi ) Š tdv 


- os Pi (e= (o; arseen l)a] ds 
Ed 


a Saflay 


+ [| Ati Í Gu) 8 Pi 
j h 


TP. Pr) 8 ut j+ qu |P. (36 


Saag, - 


+ auth - PI) S u |as— [ [CEST 


3.325 
Pre (zu-taones ls) dui Jds]=0 E a (6.84) 
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其 中 在 元 素 交 田 面 Se 上 P88 uu} 为 相 消 项 ， 在 元 素 边 界 上 8 PHE 
可 到 为 
SP 一 SP; So Caci arisiexils y Òx (6.85) 
?是 


或 取 为 f 
aP? =[p" =: (joss tlaguea)h), j= (6.86) 
3， 势 能 型 边 异 元 可 动 边 异 变 分 原理 要 
在 对 园 体 系统 进行 离散 分 阁 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
若 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 人 .1) 式 、 应 变 位 称 (1.2) 
式 、 应 力 应 变 (1.3) 式 4 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 。 应 力 X 
为 边界 函数 时 ， 出 满足 变 分 方程 (6.87) 式 的 位 务 、 应 变 、 应 力 函 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


x= (lass prt (Pt - E Gor meot) Bu:| ds 


a=1 分 
a 


- || 4/5585 MICE 
35 8,08, 


4H PD ui ts - Í [P. ucc 


Sans, 


+ 4905 eri)ls 一 Pi) Bulast [ Luca) eu 


L L 
8 ali S. 


t(pi- zlou Farjrier ly )5 u as]-o (6.87) 


其 中 在 元 束 边 界 上 构造 的 应 方 函 数 的 变 分 亦 可 取 〈6.85) 式 (或 
(6.86) 式 )。 f 
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6.2.5 势能 型 可 动 边界 变 分 原理 V 

1. 势能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 应 力 、 位 移 、 应 变 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 函 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.88) 式 的 位 移 、 
应 变 、 应 力 阔 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


xis [[[ asa [ott anas 


一 [ P e ui u ua 


Salg 


+ |l peds}-。 (6.88) 


&a 8, 
其 中 


] ] 
Ào = EPI TER ? Ei (014 — Ct jeiERIL) 


jen) (es 一 2 sg gt )- Fa 
` (6,89) 
P, — Ao;6x; — (Pruióx;), st (6.90) 
2. 势能 型 加 权 余 数 〈 广 义 贫 略 金 ) J 38 Y 
在 对 国体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 艇 函数 基础 上 ， 当 
_ 位移、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 ， 位 移 函 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 潢 足 变 分 方程 (6.91) 式 的 位 移 。 
应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 广 学 问题 的 近似 解 。 
P 
Xd - oum) de 


asl Fa 
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-(4 (ais aiiei£e i); HF: ) $us Jav 


z= fi [Giu ui) ò osl; k 
POT š 


T Gi-20:1,) 8 ud —P, ]ds 


- i (i) Boulds) 


EAD 


ut? (Í [Quit -uD8 (rut) Jds 


MM 
Sas" l s ` 


+ [| tutu Goo 
5 


ab 


s= j [lol + lael)’ ] 6 utds 
955 


[ [CAL CAL? Jòxsds}=0 


Sab 


sk HOS 
š S uj = (ul, — ut,) Ox 


3. 势能 型 边界 元 可 动 边 界 赛 分 原理 了 


(5.91) 


(6.92) 


(6.93) 


ER EL UR TE DE SETTE BLA 9 Hr Ha yuana E, 
M GERE ERCHCTE JURE ALBI WM E HUE E. DR, ABI O.2)X 
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及 应 力 应 变 (1.3) 式 ; 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 画 数 为 边 B B 
数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.94) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 
iu LEE 

Dl [Gu ud) oulst (Pioli) 8 ut P, ds 


em 2 LAGER 


十 | [Gu —a:) Hn 


S585 


T Y il J tea ane catis 


Soap™1 Sa 


十 j [lui 一 于 235 (oils)? Jes 


T Í Elas t(ouL 18 uds 


Sab 


S I [CAsL* +(Aols) Jöxsds}=0 l (6.94) 


Sar 


其 中 在 元 素 边 界 上 构造 的 位 移 函 数 的 变 分 亦 可 取 (6.92) R (或 
(6.93) 式 )。 


6.2.6 劳 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 V1 


， 势 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 
hedge j4rh BpE S iE gl E, 
若 在 元 素 内 部 应 变 、 位 移 函 数 为 独 江 变量 前 数 ， 在 元 素 边 界 上 独 
下 构造 位 移 函 数 为 边界 了 光 数 时 ， 唱 满 吓 变 分 方程 (6,95) 式 的 位 
移 、 应 竖 国 数 为 弹性 力 掌 问题 的 近似 解 。 
WE 5 HI Aado 


a=) 


* 485 > 


- usata bas I Í Put as] : 


Fa Sonsi 
+ | Aubaxvas+ pds}=0 (6.95) 
Ba 84581 
其 中 

Am ainese Feu a er (ess 

— Li lay (6.96) 

Qe Mt I 

P. =AÀ+ l 6x —(Piniox;), snt (6.97) 


2 E BP sj hn zu Ze By ( y” V dosE Y REV 


j 
1 


十 (一 )8 (ai ;k:£k1l j)^ 


—((aiseieiili)* + Carrieri) ) 8 ut]ds 


一 [ [CASLO* + (hols) Jëx ds] o (6.98) 
Sab . I 
其 中 在 元 素 交 界面 上 6 wi 还 可 取 为 
Suf-—84j—uf.a5xà f (6.99) 
RRA 
6 uf —(uiga—upa)joxa (6:100) 


s. 势能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 如 
在 对 向 体系 统 进行 离散 分 制 与 分 片 徇 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
车 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 平衡 方程 (1.1) 式 及 应 变 位 移 (1.2) 
AX, 在 元 素 边 界 .上 位 移 涵 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 边 
界 变 分 方程 (5.101) 式 的 位 移 、 应 变 部 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 
解 。 
M 
x [ [Gu — ui) 8 (asserents) 


^1 sans, 


CP —aiiuiegil; )ë ui 一 P。]ds 


十 [ [Gu äs) B Causis ;)]ds] 


MEME 
So f i 
+ EE ur [(u$—u$i)b5 (a152:£xi1l4)7 
Sad“! goo 
TGO—utl) 8 (adcriesil;) 


—((asiiiexil;i )* (araierls)’ ) 8 u]ds 
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= [| KA +A ]ðxds}=0 (6.101) 


E 
Sap 


其 中 在 元 素 边 界 上 移 造 的 位 移 函 数 的 变 分 ， 亦 可 取 (6.99) 式 《或 
(6.100)5&), 

6.2.7 余 能 型 可 动 边界 变 分 原理 ] 

i M EA 
能 量 泛 函 的 变 分 间 题 是 待 解 函数 具有 间断 性 的 可 动 边界 的 变 分 问 
题 。 

1; 可 动 边界 的 变 分 问题 

在 对 间 体 系统 进行 离散 分 兰 ， 把 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 
之 和 ， 在 可 动 边 界 的 情况 下 ， 变 形 后 固体 系统 的 能 量 泛 函 (3,13) 
式 变 为 


| un Yl Y ByC Es a)ocf £6 a))dv(£) 


id s 


= [ awula)lds } ; (6.102) 
BaS, 
其 中 
B,— l 2 Poo = B( cis) B (6.103) 


(1) 化 变动 积分 城 汶 加 主 积分 域 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ,把 泛 函 (6.102) 式 用 轩 定 积分 域 硼 示 ， 
出 有 


NA fe = Effect a))J[de 


— I! aioss(a)lsds } (6.104) 


S633 
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其 中 边界 $, 为 固定 边界 。 

(2) PEZA- ME 

泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 函 (6.104) XX 
的 一 阶 变 分 为 


一 abc las] (8.105) 


Safl S5 
其 中 边界 S, 为 闫 定 边 界 ， 并 有 
9(B)| =B) rdx + (Bo) o, 806 
« a-n 


9 i 
253 293 
= w 3B, ~ 8B, * 
一 xe. ` giz (6.106 
> 9x. Es gu s ( ) 
ə < AUN 
as J = š = f: Xi n LÀ 
Ja | |= (xi): i xi (6.107) 


将 方程 (6.106)、(6.107) 式 代入 (6,105) 式 ， 得 
9.2 oo -= 工 { 册 [Caoyaz TB»), ado 
2-1 Va 


TBo(DÓxi)iido— [ Hi Seuljás | (6.108) 


BaS, 
由 于 应 力 函 数 满足 平衡 方程 (1.1) 式 ， 则 有 
M 一 一 
Hi Dgi;4jjdu-—0 
XJ gij,jd" 


于 是 方程 (6.108) 式 变 为 
* A89.* 


中 一 


LAC ML - Xs e+ slav 


可 开工 


+[ 8 8 cl; + B,l;9x;] ds 
S 


一 2; Earlsds) (6.109) 


FOREN 


利用 (6.6) 式 和 Green 定 运 ， 方 程 (6.109) 式 变 为 


hi -— 
Bim | DG. - 14,47 i Ht IE oss dv 


oz] 


ES 8 gil;+BolySxs)ds 


8a 


一 (asu) 8 2b4s] (6.110) 
S.S, 
志 上 式 可 知 ， 能 量 泛 函 的 可 动 边 界 的 变 分 可 分 为 两 部 分 ， 其 
部 分 为 待 解 函数 本 身 的 改变 【 当 积 分 域 恩 定 》 引起 的 变 分 ， 


另 一 部 分 为 积分 区 域 的 变动 而 引起 的 变 分 。 


(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 
在 可 动 边界 变 分 问题 的 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 


的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 及 附加 边界 条 件 . 


基于 o 
f CN AMET (6.111) 


KRET, incu i6x HX EOS FER IR MEM, 根据 变 分 
法 要 本 引 理 ， 由 (6.110) 式 得 


aB 1 1 
205 24e yin 0 (Gu (6.112) 
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ti | 5,9770 (6.113) 

Bal; MC (6.114) 

Hi—ur0 (S,) (6.115) 
WREE E, $ 

Booly—dol— (ovl;), tdxs (6.118) 


将 (6， NORRA: 110)XX, 14 


Sore Y (If AB — Lu 3 uis IE 
a=1 po m 


dci; 


+ [uon ds 十 fis. le— uilo isli) æ Òxrds 
5 


> Í [G —ui) &cobds]=o (6.117) 
sns, | | 


如 果 6 oilyyacrylyy8xx 无 关 且 为 生意 的 函数 ， 根 据 变 分 法 基 
本 引 理 ， 册 (6.117) 区 ， 答 
3B = luns 2 Hor-0 (Va) (6.118). 


dci; 2 
Sapit 
Mg me (6.119) 
(Be EEE [t "= 0 (6.120) 
üi — y= 0 (S,) (6.121) 
BiiR5o:;l; ox ix, YEERE BE bš XX 
为 
ci; — Ti(£i) 
所 以 


o= Ti, xe (6.122) 
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将 (6. Re 117) 式 ， 得 


Ò oo -1 一 x| (boa us, ;一 六 Ai IE 


+i I Bole-F (Tj, 7 riti) )ui Sxtds | 


Sa 


一 [i (n—ui) oulds)=0 (6.123) 


Fag 


BT 8 ci 与 Bxh 无 半月 为 任意 函数 ， 根 据 灾 分 法 基本 引 理 ， 


得 
AB : usj— yum (Va) (6.124) 
a ifa tQ 
[Bola 4-C To & — (0l; eus ] Be po (6.125) 
H 一 1 一 0 (S.) (6.126) 


J3r88(68.112—6.115), (6.1:8—6.121)55(6.124), (6.125) 
RE nau SERE AK RESTE i ye y yE. y Pea, ARRI 
及 附加 边界 条 件 。 这 些 方程 与 条 件 是 待 解 函数 所 必须 满足 的 。 

(4) 结论 

可 动 边界 的 能 景 泛 隙 的 变 分 可 分 为 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 为 待 
解 函 数 林 身 的 改变 (积分 碟 固 定 ) 产 生 的 变 分 另 - -部 分 为 积分 域 
的 变动 而 产生 的 变 分。 积分 域 变动 产生 的 能 量 泛 函 的 变 分 是 计算 
现 纹 扩展 时 能 量 纸 散 的 理论 基础 ， 存 渐 裂 分 析 中 有 重要 意义 。 

交界 条 从 是 待 解 函 数 在 抱 素 交界 面 所 应 满足 的 条 件 。 当 这 些 
条 和 件 不 满足 时 ， 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 厅 等 于 零 ， 在 元 素 灾 界 处 导 
入 了 误差 。 对 连续 体 用 有 限 元 办 法 作 离 散 分 析 时 ， 交 界 笨 性 是 保 
证 有 有 限 元 法 收敛 的 必要 和 条件， 同时 为 自 适应 有 限 元 法 提 典 了 计算 
Kim EUN SE A 

7492 € 


2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 

在 对 国体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 物 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 灌 足 平衡 方程 (1.1) 式 ， 特 边界 S14 上 满足 
力 的 边界 条 人 性 及 其 力 的 附加 沁 界 条 件 时 , 册 满 足 变 分 方程 (6.127) 
式 的 应 力 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 | 


2 EXE 


一 aoulsds | + abacasj。 (8.121) 
E 


` 
S483 : 


其 中 Bo 为 (6.103) 式 。 
3. 余 能 型 训 权 余数 〈 广 义 若 略 金 ) 方程 I 
在 对 加 体系 统 进行 离散 分 割 与 分 片 和 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 符 解 函数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1,1) 式 ， 在 边界 Si 上 满足 
力 的 边界 条 件 及 其 力 的 附加 边界 条 件 ， 在 元 素 交界 面 上 ， 应 力 函 
数 为 连续 函数 时 ， 则 满足 泛 范 变 分 方程 46.110) 式 (或 (6.117) 式 ， 
或 (6.123) 式 ) 的 位 移 、 应 力 函数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
4。 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 若 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (1.1) A. 应力 位 移 方程 
(6.124) à, 在 元 素 交 界面 上 ， 应 力 函 数 与 坐标 改变 其 均 为 连续 
函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.128) 式 的 位 移 、 应 力 浮 数 为 弹 
性 力学 问题 的 近似 解 。 
x 
X (|| t8. cre. —(o::l5), Jus ]8nds 


a=1 Sa 


一 I (Ht— Wt) Soulsds}=0 (6.128) 
Saña : 


其 中 * 为 边界 Se 的 法 线 ; 5n 为 法 线 的 改变 量 。 
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上 述 濡 原理， 当 上 略 去 边界 可 动 性 的 影响 时 ， 它 们 就 退化 为 相 
应 的 古典 情况 的 变 分 原理。 

6.2.8 余 能 型 可 动 这 界 变 分 原理 I 

下 面 站 广义 泛 函 的 情况 下 ， 来 论述 可 动 边界 的 变 分 问题 。 

1. 可 动 边界 的 变 分 问题 

对 同体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 而 体系 统 分 出 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 固体 欠 统 的 能 量 泛 水 (4.81) 式 
ÆA 

(32 Y ll [Bolia huilé a), 


° 
L] 
- 


Fati? 
uni(£oa)eu(£oa)mis(Eoa) Jolt) 
+ Í logals 


SaCG 63 4D 


—Pildu(£oa)ds(to) + iiio ijl;ds 
i Hide 
(6.129) 
Rm u 
Boy—B—0i;65 — uae). ;- Pi) 
B= bisio nor (6.130) 
(1) 化 变动 积分 域 为 轿 定 积分 域 . 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 (6.129) 式 用 疝 定 积分 域 表 
m, WU 


A (a) 一 y (| Bo (#(( a) yta, (r a) enl Ena)» 
FL! Yo 


2i; (£52))]| J ido 
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+ r [Col Pow] | Ji1ds 
S418, 


十 i uic slsds) | (8.131) 
JerhS, 333 [JUR [Ji] ERE E E RECO 10)5X. 
(2) 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 
泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 函 (6.131) XX 
的 一 阶 变 分 为 : 


dA ep-l | 
8. (a) 3a | RT 
- a 3 
= iJ] +B, -|J | dv 
E ' ga (Bo) ipe | az 


HE r [17E Gaul, Pour 
B5:81 
*Gs-POu ii] ds 


+ I ma Boolb)ds] (8.132) 
Seans2 


将 (8.130) 式 代入 (6.132) 式 中 ， 则 得 
M 

sr Ca) = E (l| soe (Bo) bu 
a=1 yo 


eb-2 
+(Bo),e Sea,  CBo).u,, ;Out,; 
+(B,), darts t By(0xc),]do 


+ | [((o «15 — Piyur) xi 


LPEE 
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Gori - Po)ui) u; St 
Go osl;— Pour, Bot 
Gol PouX8x20,,.,]ds 


十 T Hi Boulsds) 
8 PS2 
x " E 

= [—(o1s— ainsi) Ò ers 
E a 

—(biyximii — En) B Tij 


—((aisrier) + P) 6 ui]do 


一 [uc (aa )as+ [ Bol;ðx;ds 
E T, 


& g 


t [ [(o:À l; — P i) 6 uP, lds 


D 
Sa^ 84 


T [ [Gi uo) 8 olds] (6.133) 


S, S; 
其 中 
了 PP。 一 了 01TSxi 干 [fat — Pius (Ox 1o 


一 | y bremismn oen m ui Canin) +P) |x; 


4 [Cosjl;— Po)ui(6x:)]o ps (6.134) 
r(6.133)5& nr] Jl, BE EE ER BS] um zd o4 IRE AERE y 29 78 B 
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分 ， 其 中 一 部 分 为 待 解 函 数 本 身 的 改变 《 当 积 分 域 固定) 产生 的 
恋 分 ， 另 一 部 分 为 积分 域 的 变动 而 产生 的 变 分 。 

(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 与 条 件 

在 可 动 边界 变 分 问题 的 驻 秆 条件 下 ， 可 求 得 与 可 动 边 界 的 能 
量 泛 函 的 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 
边 输 条 件 。 

基于 

S225-;=0 (6.135) 


HRT, WEO Deu, buc'jboxelllH7GX EVE ROSE 
时 ， 破 据 变 分 法 基本 引 理 ， 出 (6.133) 式 ， 得 


bijsiG &i— 6€ij—0 (Va) (6.136) 
Qi — lijke = 0 (Vs) (8.137) 
Carrer) + F =0 (Va) (6.138) 
1$455*90 

tijg -070 (6.139) 

Eat +c y 
(Bo i: c =ù (8.140) 
(orli — P0) 20 (S1) (8.141) 


P, = Baljox; 
t [Grol; Poux] =0 (S1) 
(6.142) 
ui—u-—0 (S,) (6.143) 
如 果 在 元 素 边 界 上 ， 令 
Ò (arrer Jla =ò dieren l —(acsresals ,roxe (8.144) 
将 (6.144) 式 代入 方程 (6.135) 式 ， 则 有 


ÒL er- = x hil jt - (aj —aiiius, i) Ses 


Fg 
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l — (bijot — eis) Ò 015 


= ((aijriert)} + Pi) 6 tx]da 


— [52 motas 
g 


+ [ (Beteritacnenet)a182ids 
H 


a 


十 i [lowsts— Pi) ò ut P, jds 


S418, 


十 Ill (1, —uO8sLbds]=0 (6.145) 


Basg 


如 果 在 元 素 内 部 8ori* 5 siy，8i4 以 及 在 元 素 边界 上 8(aiyrz 
84j)17 与 Bxzs 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 和 根据 变 分 法 基 本 引 理 ,由 
《6.145) 式 得 


bijgiT er Bi: =0 (Va) (6.146) 
Tij diirik r0 (Va) (6.147) 
(Grijnexi it Fi 0 (Va) (6.148) 
Sa + 
IPM (Sa) (6.149) 


Sa 


0 (S,) (6.150) 


E] 
Sab” 


| Bots TAuíi(Giszi8z 15 Je, 
Gil 一 五 一 0 (S,) (6.151) 
P, —Bsl;6x; —[(G À 1; —Pi)ii( 6x 5)],54: 一 0 


(S,) (6.152) 
Ei— ui =0 (S,) (6.153) 
如 果 8(aiiti8til) 与 Bxs 相 关 ， 则 变形 后 元 素 边 界 上 BO f$ 
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所 以 有 


Gikiexil; =T; 


$Causxigtiil; )= Tis xs 


将 (6.154) 式 代入 (6.145) 式 ， 风 得 


M 一 
9. ,5-2— {Ce orun ) 681 
a=1 


—(bi;uoki Ess ) Ò Gr; 


— (Caire) s - F1) Š uc]dv 


a 


十 i [(owl;— P2) 8 ui 4- P, ]ds 


S508 


(6.154) 


+ [Ia ra Caen) Daxsds 
S 


4 | [Ce 一 za) 8 Gol; )Mds mo (6.155) 


8.082 


出 于 在 元 素 内 部 8cijy， Sei S ti 及 在 元 素 边 界 上 5 ui 与 
xx 相互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 引 理 ， 册 (6.155) 


式 ， 得 
tt 一 6 一 0 
915— Qiiktlik, 170 
(a:551£ ki), + Fi=0 


Sat? 


[Bol — (Tis — (Carrers) Jus E 
ab 


gil; —P,-—0 


(Va) (6.156) 
(Va) (8.151) 
(Va) (8.188) 


(6.159) 


(S,) (6.160) 
P, —Bjl;8x; —((o1,15 — Pi)us( x 5). 一 和 


(51) 


(6.161) 
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&i—ui—0 (S,) (8.162) 

在 驻 值 条 件 下 ， 由 可 动 边 界 的 能 量 泛 丁 (6.131) 式 得 到 的 变 
分 条 人 忻 (6.136 一 6.143) 式 (或 为 (6.146 一 6.153) 式 ， 或 为 (6.156 
一 6.162) 式 ) 是 与 能 量 泛 函 的 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (8.136~ 

6.138) 式 、 交 四 条 件 (6.139)、(6.140) 式 (或 为 (6.149) (6.150) 
式 ， 或 为 (6.159) 式 ) 、 边 界 条 件 (6.141) 式 与 (6.143) 式 及 附加 
条 件 (6.142) 式 。 

上 述 微 分 方程 、 交 界 条 件 、 浪 和 寞 条 件 ， 及 附加 边界 条 件 是 在 
弹性 力学 问题 的 三 类 变量 函数 的 广义 泛 函 的 基础 于， 利用 能 量 泛 
顶 的 驻 值 条 件 求 得 的 ， 所 以 它们 是 弹性 力学 问题 的 待 解 函 歼 应 并 
是 的 全 部 条 件 。 

2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 T 

在 对 园 栖 系统 进行 离散 分 害 与 分 片 构造 待 解 画 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 交 界面 上 应 恋 函 数 与 坐标 改变 量 5x; 均 为 连续 函数 时 , 刚 满 
足 泛 函 变 分 方程 46.163) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 辜 竹 力学 
问题 的 似 近 解 。 


p Í (oun bows 


(8408, 


十 Í «rcl ds | Bots8xsas 
3. 


84055 


Peds'=0 。 
ERE ] (8.163) 
FOBRBQSEG. 130), PL 为 (6.134) 式 。 

š. 余 能 型 加 权 余 教 (广义 伽 略 金 ) 方 程 玫 

在 对 后 体 系统 进行 离散 分 沿 与 分 片 构 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 交 界面 上 应 变 函 数 与 坐标 改变 量 8xj 均 为 连续 和 数 时 , 则 满 
足 泛 函 变 分 方程 (6.133) 式 《或 (6.145) 式 ， 或 (6.155) 式 ) 的 位 
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移 、 应 变 、 上 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
4、 休 能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 I ` 
在 对 同体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 应 力 应 变 (6.156) 式 、 应 力 位 移 (6.157) 
式 和 平衡 方程 (6.158) 式 ;在 元 素 交界 面 上 ,坐标 政变 量 8n 为 连续 
函数 时 , 则 满足 边界 变 分 方程 (6. 164) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 
为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


M 
3 {J EBo— iTia (oot. yulanas 
eF 


+ j [P, Hoils P.) Suld 


LESER 


+ j [Gui 5 ou1,Jas]|=o (6.164) 
其 中 Bo 为 (6,130) 式 ，P。 为 (6.134) 式 。 
当 略 去 边界 可 动 性 前 影响 时 ， 上 . 述 各 类 节 分 原理 就 退化 为 箱 
应 情 襄 的 广义 变 分 原理 。 


6.2.9 余 能 型 可 动 边界 变 分 原理 [LE 

下 而 在 修正 原理 的 各 类 泛 函 的 基础 上 建立 可 动 边界 变 分 问题 
的 变 分 原理 。 

1。 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 页 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 半 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 荔 数 满足 平衡 方程 (1.1) 式 ， 在 元 素 边 看 上 , 独立 
梅 造 位 矿 熙 数 为 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.165]) 式 的 应 力 。 
位 移 范 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


a Š [fe odv jeees ds 


.501 +. 


十 Ili Puqas]+ | Butj8xids] mo (6. 165) 
8518, Fa 
其 由 


B |= Lbimonor (6.186) 


2. 余 能 昏 加 权 余 数 (广义 彻 略 金 ) 方 程 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 着 与 分 片 构造 待 解 西 洛 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 阴 数 满足 平衡 方程 (1.1) 式 ! 在 元 素 边 早上 独立 构 
造 位 移 落 数 为 边界 资 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.1867?) 式 的 位 移 、 应 
力 员 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


d aB, 1 1 T 
—. E f£ L4. jE do 
XU C. z HNIT Ut cii 


— li [Coi]; — P5) Ba 一 Ca —1:)00 1,1 ;1ds 


San81 


— ll (i — ui) Balsds | 


. 
5 d 


= * | J| Fein (ci;l,)* 


Sap! 


(ui —u1) 8 (ossa)? Fool Y (91) ) 8 utlds 


一 [ [(B.1)2+ GB,L)* J8xsds |=0 (8.167) 


Sab 


3th Š vt En ROS 
Sut-8ui —ut,,5x (6.188) 
REA 
—(Rus—uf,í)80xs (6.169) 


HEP d DREDEPEE LIEN 
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在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 阴 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (1.1) 式 、 上 应 力 位 移 方程 45.77) 
X, 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 为 边界 函数 时 ， 则 满足 边 猎 变 分 
170) 式 的 应 力 、 位 称 函 数 为 弹性 力 党 问题 的 近似 解 。 


x r Lossi — P5)6u$ + (u1 —ui)60 cl ;]ds 


> 
S3551 


一 f (8:— ui) Foulds} 


5 ans? 
E __ 

{fl (Cui ui) 6 (Gil; D° 
Sab”! Sop 


L(uf—ul)8 (cul? + ow) 4G ul)*38u]ds 


ss [ ECB ols) CoL) Jôxsds}=0 | (6.110) 
KHERA LARNER 8 8028 aT 取 (6.168) R (或 
(6.169) 式 )。 f 


6.2.10 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 TIV 


. $ BE LE RAE IE 
NM ERIHARIMA 寺 分 片 构造 待 解 衣 数 的 基础 上 ， 
当 位 称 、 应 变 、 应 力 菁 数 为 独立 变量 库 数 ， 在 元 素 边界 上 ,位 移 ， 
上 应力 汗 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 湾 足 变 分 方程 (6.171) 式 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 间 题 的 近似 解 。 


a= x(* sasi f eno - ni )ujd 


* 503 ° 


+ | oepids]+ | Bens] =o MO 


Sar: S, Š 


其 中 


1 1 
Bo —0u6a vou bun) 


~ul lairier) 4 F1] (6.172) 
2. RÉNDER CI XE E) 方程 了 
1E X] EL ZR DE IETT E EC 3 5 2 y PIOS ERR PR 3 SIRE uh E, 
当 位 移 、 素 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 了 一 数 f 在 元 素 边 界 上 ， 独 立 
梅 造 位 移 、 应 力 函 数 为 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.173) 式 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


3 — 
xi ft- Gu buron) ócu 


. &-] va 
Tue u)—ou)8 ed 
—((ainitxi), i. Fi) ô ui]do 


十 | (Caunieeiti- PE) š ul+ (us —14)8 (aisi euil;)] ds 


Sa 


+ [| Buarvas 
$ 


4 II [Caisigeil; — Bi) ó ut 


B2053 
+(ui = uia Coijitrit; )]da 


4 | [Cau P1) Gu] PR P 
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tui =u) 8 (aosissil)lds]=o š (6.173) 


其 中 在 交界 面 上 xj 8 P? 为 相 消 项 ， 在 元 素 边 界 上 64 项 还 可 X 
deri 
i ó u1—6u1—(ui,,)Óx) (6.174) 
或 取 为 | 
óul-—(Ror—Hui,4)Óxe (6.115) 
3. 余 能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 信 
在 对 国体 系统 进行 肯 离 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 光 素 内 部 待 解 淫 数 满足 应 力 应 变 (5.83) 式 、 应 力 位 移 (5.84) 式 
及 平衡 方程 (5.85) 式 ; ETRA E, MAARI, A 
数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.176) 式 韵 位 移 、 应 变 、 应 力 函数 
为 弹性 力学 问题 芍 近 似 解 。 


NDS _ 
PNE [(aiseiexily — P1) 8 ui 
nb go f 
lT(ui —ui) ó (acniexil;)]ds 十 [| pios 
Sa 


+ [ [laineris — Pi) ó uj 


Sens 
二 (ui—ui) ó (aiii ;)]ds 
十 fil [laisser — P296 ui (Hu 6 Pi 
s nsz 
(ui ui) 8 Cassererils)]ds}=0 (6.176) 


其 中 在 元 素 边界 上 构造 的 位 移 阴 数 的 变 分 可 取 〔6.174) 式 (或 
(6.175) 式 )。 
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6.2.11 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 V 


1. 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 六 并 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
HEE, ME, MJ RAAE REO ERRAR ENJ E 
数 为 独 并 构造 的 边界 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.177) 式 的 位 
移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


v 一 ~- 
| ó | 用 seao+ D ustaseeit,- Pt )ds 
Va Ea 


a= 1 
d | piads|+ [| Bols6xsds}=0 (6.171) 
8.52 Sa 


其 中 Bo 为 (6.172) 式 。 

2， 余 能 型 加 权 余 数 《 广 义 徊 略 金 ) 方程 了 

在 对 畦 体系 统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 秀 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 应 力 函 
数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 ， 刚 满足 变 分 方程 (6. 178) 式 的 位 移 、 
应 变 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近似 卿 。 


M 
[—(eis—b ó ú, 
Pall] (e13— biskikt) Ô Ois 


+(maisigk (ui) —0i120 ers 


—( Cacaieai) + Fi) 6 n do 


十 | [Carsaieaili — Pi) ó wds 


. 
FRED 


十 T Classer PI) Gut 071) 8 P1Jds] 


828, 


+ 506 °> 


So 
+ > [ [ [laimeni — Pj 1 utds 
Sas") Bap 


+ | [Caisse ils)? — Pf 3 8 utds 
s 


+ [| tur ue Pi (Bat) "+ Gu) 6xsds|=0 
Sab (6.118) 
其 中 在 元 素 交 界面 上 6 P; 还 可 好 为 
à P:1—à8P:-—(ainituli)?580xà (6.179) 
或 到 为 
o Pi-P,—(inuml)hi Oxe (6.180) 
3. 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 了 
在 对 赣 体 系统 进行 离散 分 市 并 分 片 徇 造 待 解 贡 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 力 应 变 (5.96) 式 、 应 力 位 移 (5.97) 式 
及 平衡 方程 (5.98) 式 ， 在 元 素 边 界 上 ， 独 代 构 造 的 应 力 函 数 为 这 
界 函 数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.181) 式 药 位 移 、 上 应变、 应力 函 
数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 , 
> [ [Caisaieail; — Pi) 8 uc]ds 


e= 419 


十 J [Carskrerrli— P2 ) 6 uit (i — i) 8 Pt1às) 


S483 


so PAA 
t | J [Casier — Pi 18 usds 


3479 fab 


+ | [Cuime P] ó ulds 


A 
LET 


+ | Ca?) EPUB AD e Qt2n9xd«]-o 
Sap (6.181) 
其 中 在 元 素 边 界 上 独立 构造 的 应 力 函 数 的 变 分 亦 可 取 (6.179) 式 
(或 (6.180) 式 ) 。 
06.2.12. 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 VI 
1. 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函 玫 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 力 函数 为 独立 变量 丽 数 ， 在 元 素 边界 上 ， 应 力 丽 数 为 
独立 构造 的 边界 函数 时 ， 则 狂 足 变 分 方程 (6.182) 式 的 位 移 、 应 力 
函数 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 


» [sas je )uids | 


u- 


+ [| z P+ i 由 paramj- 0 (8.182) 


Sans, 
其 中 
By bismo isona ucu Ps) (6.183) 


2. RENNER (F SCO) JE W 

TEXEBSUE ZR e IET BC E 5g E RARE a ay EE RS E, 
当 人 位移、 应 力 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 ， 应 力 栈 数 为 独立 
构造 的 边民 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.184) 式 的 位移、 应 力 菌 
数 为 弹性 力学 癌 题 的 近似 解 。 


At 
Y ues ben os - 
24-1 Fa 

一 (cr 十 而 ;) à u;]dv 
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十 [ [Co i415 — P.) 6 ulds 


S.S, 
ENS ETT 
Bo. 
T —u: )ó Pi ids} 


T: [ [| osuy —Pilautds 


g =0 
ab Bab 


+I Cern — P$ Suds 


fap 


+ [| Ctm upia Pit (Ba) + (Rol) 6» de }=0 


Srp 
ie (6.184) 
其 中 在 元 素 边 界 上 独立 构造 的 应 力 味 数 的 变 分 还 可 瑟 汶 
6Pi=6Pi (0 il), nOrs (6.185) 
或 为 
T 6Pi=(Pi,p— louli) Jóxk (6.186) 


3. 余 能 型 边界 元 可 动 边界 灾 分 原理 页 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 移 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 疯 数 满足 应 力 位 移 (5.107) 式 、 平 衡 方 各 (5.108) 
式 ; 在 元 素 边界 二 ， 应 力 函 数 为 独 芯 构造 的 边 署 函数 时 ， 则 满足 
按 界 变 分 方程 (6.187) 式 葛 位 移 、 应 力 函 数 为 弹性 力学 问题 的 近 
[^V 


Sf fi [Grut - P Bulds 


9TÀ sins, 


^ 509 * 


«f Lola Piutau) SP ds] 
5 5$, 


8 


+ Y {| Kenu Pins 


5ap^l Sob 


TGo ul)? -P; jòus t (u$ —ut)óPi 


CBS) *4 (Bols)?)öxs jds] =o (6.181) 


其 中 在 元 素 边 界 上 构造 的 应 力 豆 数 Pi 的 变 和 分 亦 可 取 (6.185) 式 (或 
(8.186) Ñ) 


$6.3 塑性 形变 理论 的 可 动 边界 变 分 原理 

6.3.1 款 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 ] 

于 于 势能 古 虚 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 上 ， 考 虑 到 边 界 可 动 性 
的 影响 ， 研 究 塑 性 形变 理论 的 抽 涉 达 界 变 分 原理 :9。 

1. THART E yj) A 

XEL £S IE ROH., REK E SE y JOH EX 
Tn ERAH RRR AERE SG0UBENLIZ OS (3.47)zŠ 


s à 
Z2» f AsCCGCa) (£62) uos(65a))dv(£1) 


= [ Paa(&oa)ds(4O | | (6.188) 


LMTSETEMCPE 


A= Alei) - Pate (6.189) 
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其 中 A 为 (1.50) 式 。 
(1) 化 变动 积分 域 为 国定 积分 域 玫 示 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 通 (8.188) 式 用 固定 积分 域 玫 
示 ， 则 有 
M 
(am X [| stes oia ues] Ld 


424-1 w=1 


- [| Beste) eas] (6.190) 
8.11 “ 
其 中 |J 了 | 与 ]J4| 为 雅 各 比 行列 式 (6.10) 式 。 
(2) 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 
泛 函 实现 极 值 的 必要 条 御 为 一 阶 变 分 为 Fo 2 函 (6.190) 式 
的 一 阶 变 分 为 
Š. (a) DA -li 


-1 du La-0 


M 
-Yi nii oorasS1r] aç 
sud L ga da 4-9 


ds}=0 (6.191) 


ELATUS TE ME BR EEAO 2R AARG. 6) 
式 和 Green 定理 ， 可 把 方程 (6.191) 式 化 为 


£2 * 人 Z | (= i T i a) i +P T 


[25 o Jut actes as 
Z De 7 
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T [(25u- P. Jon ba as] (6.192) 


Sans, 


其 中 e | 
P, = Aoljóx; —(Piuibxi)iss (6.193) 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 
在 可 动 边界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 边界 条 件 。 
C 如 果 6utz 与 8xy 相 耳 无 关 ， 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 
引 理 ， 由 (6.192) 式 得 
(e^) puo (Va) (6.194) 


gei 
24 , :Sapte _ .. , n 
p dis 4 (6.195) 
gabt 
(Ad) |, MES (6.198) 
ab i 
0 一 5 S 6.191 
QEii x P =0 ( 1) ( . ) 


P,—A5;óx; —CPiuibxilisi—0 f 
(Si) (6.198) 


如 时 在 元 素 边 界 上 ， 令 
Óu;—Oui—ui aX (6.199) 


i 将 (6. 199) 式 代入 方程 (6.192) 式 ， 则 有 
Ge 42-17 v(li-t IAAD + Piléudo 


iM eu 
T [ 2^ lsBuds 
gei 


«| CE 2A l; Jöxads 
z gii 


ü 


> 512 。 


8508, gei 
十 [ [p.-( 2^1,—P, Jus edx |ds}=0 
gei : 
$5084 
(6:200) 


”如 时 6x，6xi，6xr 和 相互 无 关 ， 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 
法 基本 引 理 ， 出 (6.200) 式 得 
& E P.—o0 (Vs) (6.201) 


ges 
2A IU 
Es a 0 (6.202) 
"m 2A Fabat — . 
Agla—uck (351) Pre (6.203) 
2^], p,—9 (S1) (6.204) 
gei : . 
P,-(35 — P jusrbx =o (S) (6.208) 
LE T onak, H 3F36JS Eu SUE T EU 
usc RiG) 
所 以 
Oui Ri aOxs— Ri, oa (6.206) 


其 中 m 为 边界 的 外 法 组 ;8m 为 外 法 线 的 改变 量 。 
将 (6.206) 式 代入 (6.200) 式 ， 得 


型 


a a EL - (9). HPs fudo 


_ y JÅ 
MELLE Wa) li Jexats 
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de [ = L — P PG. 


sina, 
一 xpaxe jas] =o (6.207) 

h Fue Six HERRA, REEE, 1H 
(AG) PO (Va) (6.208) 


| fapt? 


Ait Roamud( e) L, 
(6.209) 
Po 二 ( LPi) Ria us)d m0 
(Sı) (6.210) 
jr$8(8.194—68.198). (6.201—6.205). (6.208——6.210) 4 
与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.194) 3X. ZR AR fF (6.195) , 
(6.198)5& (936.202). (6.203)5X, mk(6.209)3&). Jt 4e PF 
(6.197) 式 及 附加 边界 条 件 (6.198) 式 《或 (6.205) 式 ， 或 (6.210) 
式 )。 这 些微 分 方程 与 条 件 是 待 解 凋 数 必须 满足 的 方程 与 杀 件 。 
2. 势能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 
对 国体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 画 数 的 基础 上 ， 当 
待 解 函数 在 元 素 汉 部 满足 应 变 位 移 (1.32) 式 ， 在 边界 S: 上 满足 
位 移 边 界 条 件 (1,.40) 式 ;在 元 素 交 界面 Soo。 LEA 数 与 6x) 为 
连续 函数 时 ， 则 满足 泛 画 变 分 方程 (6.211) 式 的 位 移 疯 数 为 塑 性 
dd 


asss; Ir Piuids ] 


ans, 


i l jOx;dsd- [ P,ds]-o (6.211) 


$4051 


其 中 Ao 汐 (6.189) 式 ，Pa 73(6.193)50, 


id- 


3. 势能 型 坷 和 权 余数 (广义 个 略 金 ) 方 程 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 另 数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函数 左 元 素 内 部 油 足 应 变 位 移 (1.32) 式 ， 在 边 RS. E D 
足 位 移 边 界 条 人 忻 (1.40) 式 ， 在 元 素 交 界 而 上 位 移 图 数 与 5xy 为 连 
EKR, M ERE 分 方程 (6.192) X 【或 (6.200) 式 ， 或 
(6.207) 式 》 的 位 移 函 数 为 塑性 形变 还 论 疝 题 的 近似 解 。 

4. 势能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 | 

在 对 固体 系统 进行 离 若 分 家 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
u RNEN COR mish FANAUINA, 应 变 位 移 (1.32) 
式 、 应 力 应 变 (1.34) 式 、 边 界 条 件 (1.40) 式 ， 在 元 素 交 界面 48 
为 连续 时 ， 则 满足 达 界 变 分 方程 (6.212) 式 将 位 移 哨 数 为 塑性 形 
恋 理论 问题 的 近似 解 。 

M 

E [AetQe 7e 9A. L Jonas 


aTicmv 
z 


8Á 1P Yn. — Š `. 
FI pest Pes ue D8n]is]-o 
(6.212) 
当 略 去 边界 可 动 性 前 因素 时 ， 上 上 述 各 类 变 分 原 再 就 退化 为 相 
应 的 势能 型 古典 情况 的 变 分 不 理 ， 


6.3.2 执 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 I 


基于 塑性 形变 序 论 的 广义 变 分 原理 的 泛 泗 ， 考 虚 到 边界 可 动 
Tu 研究 塑性 形变 理论 的 可 动 边界 的 变 分 原理 。 
。 可 动 边界 的 变 分 问题 
eta IURE UE HUE der 
和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 国体 系统 的 能 量 泛 0 (4.273) 
式 变 为 


“ 515， 


ar (ai Yl li As(£i(a), ulino) uis( Ea), 


2 d-2 a=1 DONE 
Tilna) £isl6oa))dv(£0 
— II P u (8 aj)Yáds(é 2) 


8466,08, (s 5 


z [ (out? -adds (6.213) 


Ç Sg 
其 中 
_! 34 i seh. 
À= 了 dir. 25 (ess ds Ms .) 
T, ule cd Y. i 214 
esf ED Fius (6. ) 
XM Sis pg. 


(1) 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 表示 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 (6.213) 式 用 固定 积分 域 玉 


Fo WA 
et (a) = >; = Vf stets nates astal ina) 


c= 1 Ya 
a i(£ua),6:3(£6a))14 [dv 
-[ Piui(£uo)|Jilds 


Sans 


一 EM (s 85) JL uas] (8.215) 


甚 中 1 可 | 与 nis pan 0) 式 。 
(2) 能 量 泛 评 的 -一 阶 变 分 
泛 丁 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 AlE. 215) 式 


Bg — Bt 3E 2g 
' 516 + 


j= Asn- 2l 


Š (e) Fu 


= 工人 | JPACOLES RI dv 


azl `V 


22 [ 419 (Pa) + (Pan) 2. Js ds 
` gda- da 6-0 


SaS, 
zg r3 2A 
- [ oce BEDS 
Sa5^85 
M 
= 2 _ dA\z 
-DN 2 (0 E iL 
€ 


一 (esvj—uo3)801 


-(i (s E Fou Jae 


rag 
«ll: (o 32 ^ Ju (Aut Áo Bz làs 


D c Jovis 
+ || nas 
Easg 
el 
(6.216) 


其 中 s 
P, = Ágl;óxi—(Piuibxi).isi 


1 Jå 
=| poou FaR (su Lusi 2) 


ei 5) =F uu | —(Piuibuxi),s44« (6-2177) 
: ge; 


(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 

在 可 动 边 界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 籁 分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 险 埠 边界 条 件 。 

A5, 8ci5uHoxal HJGX. HAESKA 时 ， 根 
EEEREN, di(6.216)5N š 


ou- =0 (Va) (6.217) 
si 一 了 oz 一 luam (Ye) (6.218) 
Y I JA n M 

G eut 2s Fi=0 (Va) (6.219) 
] psu TEENS 
gie sa _ i A (6.220) 
(Asl) pur (6.221) 
五 ;一 s P 0 (Sı) (6.222) 
uic B = 0 (S,) (6.223) 


P,:Agl8x:i—(Piuibxs)e:i—0 (Si) (6.224) 
如 果 在 元 素 边 界 上 ， 令 
ONi= ÖU irkOXE (6.225) 
将 (6， 人 1(6.216).X, WA 


Su qa. 2 一 。 xls (ou 259r 


= Eod Hi, — BD 


us 

T3 

(out 25 u +P Pulo 
28:57 3 / 3 
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«f E (out 9: gA LLL 


IET cut 24) Jonas 


一 p [Pi 1e 22)n [was 


8,719, 
f Ay 
+ I| [P+ (Pi- tout 2n) 
RIER 


. ucabxs las 


一 [ (us -w | 2 CE 312 jasj =o 


ET j4 
BaT 


11882,7905, Dui 5u 56x THE TX, 且 为 任意 函 EI, 
根据 变 分 法 基本 引 埋 ， 由 (86.226) 式 得 


TC Em z 
Ci geu 0 (Va) (6.221) 
sa us) uni=0 (Va) (6.228) 
1 DA P. x 
joutr? ) +P Q (Va) (6.229) 
1 EE sept? _ ; 
3 CE s. SAL D (6.230) 

1 1 gÀ Bapt? 
Ashmun out A PE "us (6.231) 
P,— (+ 9 jio (S1) (c.232) 
uiu. (S,) (8.233) 


P, | 于 C 25. ]uc i89 =o 
(S1) (6.234) 
如 果 8a* 与 3Sxt 相 关 ， 当 变形 后 在 元 素 边 界 上 等 解 函数 为 
a uc Ri) 
所 以 
Su: =R rxt = Ri,ndn (6.235) 
将 (6.235) 式 代入 (6.226) 式 ， 则 有 


122), +P.)Šu, lac 


i 


In olet (Ri, — uus) G3 -Tij 


L1 aa 
ts de ,jp Jaxrds 


十 [ | (P, 


3408, 


| -(; Fist 3 2^). )ou Jas 


十 {u —w )6{ os 
REL ^ b 


由 于 8ss, 5041，B6ui 与 xx 相互 无 关 ， 且 为 任 党 函 数 ， 根据 
变 分 法 基本 引 理 ， 得 
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—9À. | 23; 
eic rs 0 (Va) (8.237) 
eum Tun uj :—0 (Va) (6.228) 
1 EE! Has y 
了 (co EE ESL (Va) (6.239) 

dcr Lo up bogA ree rm 
Aolet (Ro us) ost iJ. 
"e (6.240) 
P, —(R,x —u:5&) : 
1 84 i Sag tO ü 
(人 (6.241) 
&:—Wii—0 (S,) (6.242) 


方程 (6.211—6.224) 式 (6.297—6.234) X. (6.238— 
6.242) 式 是 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.217 一 6.219)] 式 、 交 办 
条 件 (6.220)(6.221) 式 (或 (6.230)、(6.231) 式 ,或 (6.240) 式 )、 
319-28 4 (6.222), (6.223) 式 及 附加 边界 条 件 (6.224) 式 (或 
(6.234) 式 ， 或 (6.241) 式 )。 这 些微 分 方程 与 条 件 是 可 动 边 界 变 
分 问题 的 待 解 画 数 所 必须 满足 的 全 部 微分 方程 与 条 件 。 

2. RES X His M SE +Y KER I 

# SLR 2: EPS K 22 IRL) f Fr Hg CERERI SER E, 
Www. OE. J EC yh a SEE EG 在 元 素 交 界面 上 位 移 
d jx 2 W PEA Er], WBS IBI ug a y 方程 (6.243) 式 的 位 
B. DRE, MEJI AGO BUEJE AE Eie [5] HR B E 188. 


Lf s [T^ dv — [ Friuids 


3 aNsl 


一 | ; (s: Eas AL (uE: )as | 


8 dsa” 


+ aodxsdst Í P.ds]=0o (6.243) 
86 Sansı 

其 中 As 为 (6.214] 式 ， Ps 为 (6.217) 式 。 

3. SRMÁES AERE (P X NSS) 方程 了 

TEXT SL TR Stat iy S Sk y 8 Ej y FEE RSS pa 3k E hh Es 
HEE, wd, EIRA n i Eb RCEE, ERRA L. fu 
移 函 数 与 6x; 为 连续 函数 时 ， 则 满足 泛 商 变 分 方程 (6.216) 式 (或 
(6.226) 式 ， 或 (6,236) 式 ) 的 位 黎 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形 空 理 
论 问题 的 近似 解 。 

4. 势能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 暂 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 应 力 应 变 (6.237) 臣 、 应 变 位 向 (6.238》 
式 、 平 衡 方程 (6.239) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 sm 为 连续 元 3⁄2 BJ, DU 
满足 边界 变 分 方程 (6.244) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 画 数 为 塑性 形 
AE BEEF] R3 BÉ EE (2L o 

xf ia mea (ost 十 ^y, ]onas 


.a=1 z, 2 gei 
+ I! | Pa- (Rin cue (Pe (2 Aij 


+h BA jb Jon |as + [ [o 


Sa5$5 
—ui)ó IG ou l. 24) is] eo (6.244) 


6.3.3 JA RISE AEG REAS:IHI 
AX TXBWGECENEGUEIEAAREOBUN TIE. XEXLJURDzHTÉUL 
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rinde RUE RUR] 23 ERU 2E 2 RR. 

. ÑE H2 54 EBE papubic Eti 

PR EE 与 分 片 构造 待 解 西数 的 基础 上 ， 
当 人 位移、 应变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 索 边 TIE. 
EKRA IR ANER AAA, NUR E 47) TR(6.245) XX 
BUQLER. ROB. VIE COS 8 c TE 26 SR 16 [RUBRI yr (DLE 


x[: |] Ado [Pi Gu uias 


- [| masas] + 和 aspaznas 


SaNsl Sa 
+ Í peds)=0 (6.245) 
Saisy 
Hp 
A= gGijMij-- | saf 95) 
2 2 dti 
du EM NE N mM — F 
2 apa pU iun) Fius 
(6.245) 
Pa = Asl;6x (Piti Dah gs: (6.247) 


2、 势 能 型 加 和 权 祭 数 〈 广 义 合 略 金 ) 方程 下 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 齐 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 恋 、 应 力 着 数 为 独 站 这 量 岗 数 ， 在 元 迪 边 界 上 位移、 久 
ne VF ILS Pq 3 hj, WAEA. 248) 式 的 位 移 、 
应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


E; (ru 2. A Jeu T 


-((} rut, I B is 十 Bijaut lav 


- [|a —uDPi-t (P= L (z+ 234.) s Jeu. as 
Se 


+ [A< as — II |, —u)8P1 
A ENE 


+P: — Pi )òu |as s 


+ J [e Su-rjsas 


GEN 2 get 
一 II | ce 一 soap 
8,1085 
+ {Pi—. EC i Hs A Jis )onjasd- (8.248) 


其 中 在 元 素 交 界 页 上 P?64f 方 相 消 项 ,在 元 素 贮 界 上 BP? 还 可 取 为 


8P;- BP: 一 (G cit 2 a J. xa — (8.249) 
RRA | 


P; =| Pia- -(C; -oo 十 ， 24 y y, ]5» (6.250) 


3. 势能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 下 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 上 ， f 
兴 在 元 素 内 部 待 解 函 数 满足 访 变 位 移 方程 (4.275) 式 、 应 方 应 变 
(4,276) 式 、 平 衡 方程 (4.277] 式 ， 在 元 素 边 界 上 独立 构造 位 移 、 
应 力 为 边界 函数 时 ， 则 满足 边界 恋 分 方程 (6.251) 式 的 位 移 、 应 
变 。 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 可 题 的 近似 解 。 


H 


X [o«-pse: *(Pi-; zeat? 3A BI s Jõu Jas 


-J4 liðxsds + f [Gi DSL + (P-P ui Jas 


556081 


Ca 
[e 
心 


-es (s. "E 28): P.)3u jus 


+ p [CDI 


Sall35 


+ (Pi (ro 2 9A ys fas no : (8.251) 
其 中 在 元 素 边 界 上 5P; 还 可 以 采用 (6.249) 式 (或 (6.250) 式 )。 


6.3.4 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 I 
在 余 能 古典 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边界 情况 下 研 
We LUN 
. TAARE E as 
XN ERE 5 离散 分 所， 把 周 体 系统 分 制 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 功 体 系统 的 能 量 泛 醒 (3.10) 式 
变 为 
-一 E II Bo(£i(a), o i (6: a))au( ei) 


1 
8-1 Faktè? 


一 [i 220 | (6.252) 


SaflSg 


式 中 
B= B(c ) 


其 中 Blo 41) 为 (1. 51) 式 。 

《1) 化 变动 积分 域 为 周 定 积分 域 表 示 

利用 举 标 变换 (6.1) 式 ， 可 把 泛 函 (6.252) 式 用 固定 积分 瑾 才 
示 为 


-$ [j| stet) nt a))|J|do 


e 


一 [Í E (6.253) 


J 


POEP ; 


其 中 Ss 为 圈定 边界 ，|J 了 | 为 雅 各 比 行 列 式 (6.10) 工 。 
(2) 能 量 泛 区 的 一 阶 变 分 f 
EZ KREE B 25 EA EE — B Oy 3E. dE 画 (6.253) 式 
的 一 阶 变 分 为 
(a) 


( 9 ia), 
dod nn ac "dax 


-X(ff[iniaocoogan] Ta 


Va 
一 Í 2o ds 
= {eset (Be vos 
(Gs Jis II secs |=0 
. Binge (6.254) 
利用 应 为 函数 满足 平衡 方程 (1.31) 式 ， 则 有 
> Tubo ia 


n 
一 {uous 
aztip 


th eset)as}=o (6.255) 
356 


将 (6.255} 与 (6.254) 两 式 相 加 ， 利 用 (6.6) 式 和 Green 定理 ， 
方程 (6.254) 式 变 为 
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M 
B 1 i 
$ - = [25-4 nH us, ] i 
eM as -1 EI P ALLE usi) |óo id 


4 Í Luiðo il; + Bljóx;]ds 


8a 


— [ (ti~ ui) 8o lids l^ (6.258) 

ñi Es ria HI, BERI ARIAL IJ 4D 分 PNE 
分 ， 其 中 一 部 分 为 待 解 遂 数 本 身 的 改变 《 汽 积 分 域 固定 ) 产生 的 
Aj. 另 一 部 分 为 积分 域 的 变动 而 产生 的 变 分 。 

(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 

在 可 动 边界 能 景 泛 函 的 驻 植 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 微分 方程 、 边 异 条 件 、 交 界 条 件 与 阶 各 边界 条 件 。 

如 果 5oss 与 $xz 相 耳 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 
引 理 ， 由 (6.256) 式 得 

3B 1 ] 


Hon FM utd (Va) (8.281) 
(Bast 
Hi ua d (6.258) 
iant’ j 
(BL), 79 (6.259) 
Bi—u-0 (S,) (6.260) 


如 果 在 元 素 边 腊 上 ， 邻 
8c 18e sll orli) ax 
=o l; — (cl; ), Ón (6.261) 
将 (6.261) 式 代入 (6.256) 式 ， 则 有 


M m B 1 i Sa 
baresi XL 2E m Ls jouda 
a-1 Va 
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十 fuso ;glidsd-- fisu —wui(a iili) eloxsds 
Sa S5 


一 j (ñini) Oo jljds F° (6.262) 
LE 
如 果 891;，Bgssls，B5xx 相 开 无 关 生 为 任意 函数 时 , 根据 变 
分 法 基本 引 理 ， 弄 (6.262) 式 得 


P g Md SUE 0 (Va) (6.263) 
[$54 *6 
ud, mo (6.264) 
[555 *0 
Bly-- wol), m (6.265) 
a5 
Hi— Ui=0 (S,) (6.266) 
如 果 8awl; 与 5xt 相 关 ， 变 形 后 在 元 素 边界 上 的 待 艇 省 数 为 
cii Ti) 
BEA 
80: —T erx =T innn (6.267) 


将 (6.267) 式 代入 (6.262) 式 ， 得 


M T E 
DN TEL > | aB _1 usi 1 i Jo dv 
Y. d 


ssi 1 901s 2 


+ [EBH Tilon), rui] xrds 
85 


一 T (21— Ui) baissas |=0 (6.268) 


AMET 
W Foro tjx BH UE, HOUIIGEGDERNI. WEE 法 基 
本 引 埋 ， 由 (6.268) 式 得 


dË luas puas V.) " 
dr qim Win 0 (Va) (6.269) 


+ 


Blet (Tos (suls) ,0 (6.270) 
Bt— ut=0 (S) (6.271) 
Jjf8(6.2517-6.260), (86.263-6.266)5j (6.269—5.271) 
式 蚌 与 可 动 边界 变 分 间 题 等 价 的 微分 方程 (6.257)、 交界 条 件 
{6.258)、(6.259) 式 (或 (6.264)、(6.265) 式 、 或 (6.270) JX), 
边界 条 件 (6.260) 式 。 这 些 方程 与 条 件 是 待 解 函数 必须 满足 的 。 
2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 I l 
”在 对 山体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
若 待 解 函数 在 元 喜 内 部 满足 平衡 方程 (1.31) 式 ， 在 边界 3 上 满足 
为 的 边界 条 件 及 力 的 附 各 边界 条 件 时 ， 则 满足 变 分 Jy 程 (6.272) 
起 的 应 力 、 位 移 消 数 为 塑 往 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
: $ B do — Zo ijlids 
i» I d [ iilid | 


8508, 
+f Bsxsas|=0 (8.272) 
š 


其 中 Bo(oty) 为 (1.51) 式 。 

3. REAMEES (r su) AE I 

在 对 画 体 系统 进行 离散 分 制 瑟 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1.31) 式 ， 在 边界 S1 上 满足 
力 的 边界 条 件 玉 力 的 附加 边界 条 件 ， 在 元 素 安 界 面 上 应 力 通 数 与 
5x; 为 亿 续 时 ， 则 满足 泛 遂 变 分 方程 (6.256) 式 〔 或 (6.262) 民 ， 或 
(6,268) 式 ) 的 应 力 、 位 移 明 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

.4. 作 能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 通 数 的 基础 上 ， 
当 在 元 素 内 学 待 解 函 数 满足 平衡 方程 (1.31) 式 、 应 力 位 移 方 程 
(6.257) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 Ən 为 连续 函数 时 ， 则 满足 边界 讼 分 
方程 (6.273 ) 式 的 应 力 、 位 移 通 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
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x trece. colo Dudinis 


a-] 
a 


= [ Cau) Brute | ee (6.213) 
8,05, 


其 中 为 边界 Se 的 外 法 线 ， 85# 为 外 法 线 改变 量 。 


6.3.5 余 能 型 可 动 边界 变 分 原理 了 


在 余 能 广义 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边界 的 铺 说 下 
研究 塑性 形变 理论 的 可 动 边 界 变 分 原理 。 
1. 可 动 边 界 的 变 分 问题 
对 轿 体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 较 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 率 之 
和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 固体 系统 的 能 景 泛 函 (4.317) 
{ey = [ seeeees, 
#=1.y (2, 
eii(£oa), ei(6£oa))dv(£:) 
rii (o (£5 a)ls 


Ba ENS (2 > 
—POu£oa)ds(t:) 


— II iiic ii(a)l;ds (6.214) 
FACEM : 


其 中 | 
By —B(ois) T oiei t ui (25) , ud (6.275) 
B(atf) 为 (1.51) 式 ! A(ei)2920(1.50)5%, 

(1) 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 表 示 

利用 堂 标 变换 (6.1) 式 ， 可 把 泛 田 (6.274) 式 用 固定 积分 域 卖 


* 530° 


TH 


x (a) = xot eei), 


eu(£so)]lJ idv 
一 p FCoss(£5a)l; — Pul Ea) Jil ds 


TT j #zu(a)las] (6.276) 
CHILO 
EPS AEEA, J 5| Ji AER EITTIA.) 
(2) BRZA- Bra sy 
泛 隔 实现 裤 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 泛 函 (8.276) XX 
的 一 阶 变 分 为 


ga 
sE BatB] av 


一 Í | | a (ral Pun 


PUN 
+(c dl — P; Jus 2 aiT I ds 
z0 


= j P (6.277) 


3.082 


将 (6.275) 式 代入 (6.277) 式 ， 并 利用 (6.6) 式 和 Green j£ 
理 ， 方 程 (6.277) 式 可 变 为 


B. sp -2 一 xf —: 


u= 1 Fa 


. 531- 


十 ( 十 F jou: 


T PES 
Hou ux E Jer J)ses Jav 
e i [Cor iiL; — P iow t P4]ds 


Sais i 


- [| (üi—u;) So ,;L;ds 


FEM 


p (24 )as+ fe: Laxrdsj=。 


Sa 


(6.278) 


2 
4d 


P, —Byalióx;—[(oail; — P: u: Ox) ss ] 


=[-BCo u) tonet us |( AN +F] 


geii 
— (ol; Pjur) s} I : (8.279) 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 与 条 件 
在 可 动 达 界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 边界 菜 件 。 
如 果 在 元 素 内 部 58o cs Serdu ERARE 9, ), 
8(u,8(oul). Ax E ECOLE REESE 时 ， 根 据 变 分 法 基 
本 引 理 ， 由 (6.278) 式 得 


dyes (Va) (6.280) 
DIM i 
E. TD i (Va) (6.281) | 
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— a’ Dum 
911 HE eyert 
或 为 


1 1 = 
834 iT , Hj, = 0 


Bapto 


ui gs 
Sa», 0 


Sp0*0 
Bob, 1.70 
g i l;— Pi-0 (S.) 
了 -= 了 iDxy 一 (ci 人 
— Pi)ui(àx;), ji =0 (S1) 
di—ui-—0 (Ss 
如 果 在 元 素 边 界 上 ， 令 
3A, X. (2A y ( 9À. 
(351) e( 251) (25 ) 9» 
将 (6.288) 式 代入 方程 (6.2378) 式 ， 测 有 
M. ` 
— v] i ,— 3B Ys 
es B; 52 


a-i 


(4) 


rre 
= T | (rti P But P, as 
BNS, 


= | (iu) el; Jas f 


(6.282) 
(6.285) 
(6.284) 
(6,285) 
(6.286) 


(6.281) 


(6.288) 


&n 
£5 
o 


| _ 0A. S 
+ [B w(2 o). =a] 0 (6.289) 


AH 4eE5G 3803, doi Deis, Sui ,在 元 素 边 界 Ecl, 
5( 3 全 1 )，BCdus) 与 3x 相互 无 关 且 为 任意 函数 时 ,根据 变 分 法 


EEG, di(6.289): 48 


a 0 (Va) (6.290) 
aA p. 5 
o te (Va) (8:391) 
"ij ; 29A x 2 
tunini gn S (Va) (6.292) 
或 为 
eis 一 Uim : Hj i= 0 
‘Sop+0 
LOL (6.293) 
3A a 

By ui (95 L), PONE 0 . (6.924) 
29151; — P == 0 (S,) (6.295) 
了 一 了 ol1Sxy 一 (sjly 

— Piju Öxi) ys 一 0 (Si) (6.296) 
Bi —u i =0 f (S,) (6.297) 


ie( 341 ) 与 xz 相 关 ， 册 变形 后 在 元 素 边界 上 的 待 解 了 


数 为 A 
2A 1 一 
aei L= Ti 
所 以 x 
ELLA 一 人 
8 L) Ti Òx =T inin (6.298) 


将 (6.298) 式 代入 (6.289) 式 ， 则 得 
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2) T F.) Ouse 


( 
+ (raa ( 5258 6 Jav 


gtiig£st 


一 r [Ce ul; — P )Šu +P, Jás 


p il t(3;—ui) Bossly lds 


85585 . 
+e (Ts. x L), )udJawas =° 


(6.299) 


ME EG 3 N 38564, 5:5, us ERRA A E ac ， 
8 (dus) 与 6x4 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， TET EE 
由 (6.299) 式 得 


aB | 
Eii 0 (Va) (6.300) 
3A ; 
(25). 十 五 一 0 CV. (6.3017 
O1j—Uki- 9°4 _=0 
: ge&ijg£kr 
或 为 
1 . | 
me usi (V,) (6.302) 
Bolet ( Ti 4 — ( 24. lit 
[ sle ( Ta (25 wu) )u ligas" 9 
(6.303) 
cil—P;-0 (S1)(6.304) 
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Pi = Pol Dx logs . I 
—- Pijui xi) jari = 0 (Si) (6.305) 
Gi- ui=0 (Sa) (6.306) 
在 驻 值 条 件 下 求 得 能 量 泛 两 (6.276 ) 式 的 变 分 条 件 为 〈6.280 
心 6.287) 式 {或 为 (6.290 一 6.297) 式 ， 或 为 (6.300 一 6.306) 式 )。 
这 些 变 分 条 件 是 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.280~6.282) 式 、 
次 界 条 件 (6.283)、。(6.284) 让 《或 为 (6.293)、(6.294) 式 ， 或 为 
《6.303) 式 ) 边界 条 件 (6.285)、(6.287) IA [b MH Dr PL 2 PE 
《6.286) 式 。 这 些微 分 方程 与 条 件 是 待 解 函 数 所 必须 满足 的 全 部 
方程 与 条 件 。 
2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 了 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 沙 数 的 基础 上 ， 
HER, E, AIRRA REER CERUA LHE 
函数 表示 应 力 函 数 ， 且 应 变 函 数 与 改变 最 5xy 均 为 连续 函 数 时 ， 
旭 溜 足 变 分 方程 (6， 307) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 J 2 E 
3i ig n RIZ] IE 1 88, 
x[: [sa p (aul P, uds 


a=1 S55 B1 


一 [ MS 


8,08, Sa 


十 [I Pads] (6.307) 
8,n8; 
其 中 B6 为 (6.275) 式 ，Pse 为 {6.279) 式 。 
5、 余 能 型 加 权 余 数 〈 广 义 苏 略 金 ) 方程 T 
当 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 沙 数 ， 及 在 元 素 
边界 上 用 应 变 函 数 表示 应 力 函数 ， 且 应 变 函数 与 改变 oxi 为 
连续 前 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.278) 式 (或 (6,289) 式 ， 或 (6. 


“536。 


299) 式 ) 的 位 移 、 上 应变、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 钓 近似 解 。 

4. 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 厌 理 了 

在 对 站 体系 统 进 行 离散 分 割 与 分 片 铭 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
在 元 素 内 部 人 位移、 应变、 应 力 函 数 满足 方程 (6.300)、(6.301) 
《6.302) 式 ， 在 元 素 边 看 上 应 变 卫 数 与 SB8 为 连续 函数 时 ， 风 满足 
边界 变 分 方程 (6.308) 式 的 位 移 、 上 应变、 应力 函 数 为 塑性 形变 理论 
问题 条 近似 解 。 | 

albe (T«.- (23 h). ut |Bnds 


- | [Ce L — P.)8u:4- P,]às 


Bas, 


一 j [ns uosislds j=0 (6.308) 


ganS 


6.3.6 # #E #l sJ zb 38 3- $ 2 rA zelil 


在 修正 变 分 原理 的 广义 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 
研究 塑性 形变 理论 的 可 动 边界 变 分 原理 。 

1， 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 下 

在 对 图 体系 统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 狠 了 医 数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边界 上 位 移 、 
应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 满足 泛 函 塞 分 方程 (6.309) 
式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形 溉 贡 论 问题 的 近似 解 。 


2f [sea T (2 u- Pi)as 


| aprds|+ ]» sess] un (6.509) 


nSz 
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其 中 Bo 为 (6.275) 式 ;4A 为 (1.50) 式 。 

2， 余 能 型 加权 祭 数 (广义 向 略 金 ) 方 程 下 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 人 位移。 应 变 。 应 力 通 数 为 独立 变量 函数 :在 元 素 边 界 上 位 移 、 
应 力 函 数 为 独立 构造 的 边界 孙 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.310) = 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 阴 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


ËJ zt yen (2t), ry 


+Í — pe ui s+ yu DEZ Jav 


-DI(83&u- Posee ct - o à fan las 
sa 


de geu 


+ | B.552as- ll | 3^ t Pyu 
P A RE 
z; BOB, 


+ (uu) (2 Je f [€ L—Pt)8ut 


as, JEsi 
4 (ui—u;)8 (24 L) +C ~u 5P: las] =o (6.310) 


其 中 Bo 为 (6.275) 式 ，4 为 (1.50) 式 ，B 为 (1.51) 式 :在 元 素 交 办 
面 上 ui8P} 项 为 相 消 项 ， 在 元 素 边 界 上 54: 项 可 取 为 
$uf-8uf—ul 8 xs (6.311) 
BREL 
Sui —(Rik—utis)oxs 
—(RGo,—ui.,)085 (6.312) 
3. 宗 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 下 
*538* ， 


在 对 朵 体系 统 进 行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 方 释 (5.349 一 5.351) 式 ， 在 元 素 边 界 
上 独立 构造 位 移 、 应 力 函 数 岂 ， 则 满足 边界 变 分 Jy 程 (6.313) 式 
药 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 塑性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 


PI] oris -us) 5 (351) 


s=} 
+ Bolsdxs |ds | 
= j [bos L= PijSut £(ut—u yë AG t) jas 
FACT: 
~, S, [Gue int aimu (Z1) 
+(aı—u; 8P; Jas}=0 (6.313) 


其 中 Bo 为 (6.275) 式 ,4 为 (1.50) 式 ;在 元 素 交界 面 上 ut ŠP: 为 相 
消 项 。 


86.4 塑性 流动 理论 的 可 动 边界 变 分 原理 


6.4.1 和 势能 型 可 动 边 界 变 分 原理 I 


基于 势能 十 奥 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边界 的 情况 
下 建立 塑性 流动 理论 问题 的 可 动 边界 变 分 原理 rei。 

i. 可 动 边 界 的 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 园 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 固体 系统 的 能 量 泛 函 (3.51) 式 
变 为 

"T -Ml 册 etta aus 


S1 y IE.) 
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deis £i, a) )dv(£1) 


- J dPidu(éna)as(e)} — (0.214) 
8,02 28, C0 
其 中 4s=A(ast) 为 (1.75) 式 。 
(1) 化 变动 积分 威 为 固定 积分 域 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 (6.314) 式 几 固 定 积分 域 表 
ZS, ME 7 
ert = Yl [Aea duena), detis do 


= fapiawenalTilas | (6.315) 
FPEM 
其 中 | 了 | 与 1J1| 为 雅 各 比 行列 式 (6.10) 式 。 
(2) 能 基 泛 本 的 一 阶 变 分 
泛 函 实 现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 堂 。 泛 冰 (6.315) R 
的 一 阶 变 分 为 


(a). 
Š. (a) — aee is 
[a a Pip 
EN [33509402 15]. av 
2 "Dogg 33:34; 
II [ 34, (aP duo) 
BO 
+ (dP, dui). 9 s] ss]=0 (6.318) 
u ga 2-0 


利用 应 变 增 量 与 位 移 雯 量 泪 足 应 变 位 移 增 量 式 人 1.64) 与 
《6.6) 式 及 Green 定 至 ， 可 把 (6.316) 式 化 为 


ad - Ell - (s). SCdu:)do 
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T T [sis 3h ;)8 (dui) + ALA la s 


4 FK m jy t= aP, aC du) 


Bans 
4-dP; Jas}=0 (6.317) 

HB 
dP»—Al;8x;—(dPiduióxi) ii - (6.318) 


(3) E 4 [3] Bl S r P] DC Jr 88 K 38 I 

在 可 动 边 界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 伟 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 边界 条 件 。 f 

#fWR8du Hr H XX: BOY (XX Su, WETA 3 k 
引 理 ， 出 (6.317) 式 得 


7 (Va) (5.319) 
Cee! 2) LT (6.320) 
(Al; ^n A^ | (6.321) 
2055 mapro (S,) (6.322) 


-dP = Ali6x —(dP dus xa) s£ = 0 


(Sı) (6.323) 
如 果 在 元 素 边界 上 ， 令 令 I 


8(dui)=6(dui)— a Sas (6.324) 
将 (6.324) 式 代入 方程 (6.317) 式 ， 则 有 


zi - (gie), (nio 


' 5431。 


+Í 2d MD CT 


e 


a 


(as 
k (duo), ( - (4355 b) prs 
nd 


A Lois 3) Dt P. Jo duas 
十 [aP»- ( 


8 405, 


ade) 
—4P. (tuo) sxe ]as|=o (6.325) 


Anm5(du), B(dui), Sxi H2 XS EAE EUR 数 时 ,根据 
A" RHBGEGESIS, d(6.325)22X518 


aA m "E: 
[5159,79 (Va) (6.328) 


8À Sanath _ - 
Tema) M aji J 


Atanda 


"ay * n 


s. ev). ML (8.328) 


(xiu) ap =o (81) (8.329) 


aP»- (35, l,—dP. J(dui) 48x» 
(S1) (6.330) 
" 10356(dui) 6x 95. 则 变形 后 在 元 素 边 界 上 待 解 HR du 
J 
du; —dRi(£i) 
所 以 
3Sfdai) 一 (GRi)sBxes( GRID)s5 1 (6.331) 


将 (6.3313 式 代入 方程 (6.325) 式 ， 则 得 
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1 二 > f- GD), ó(du;)do 


TE | Au (dR), - (du) ) 


LIS 


"Xs J L |8xnds 


+ | E (adi. 1 一 d4P: )( anp, 


— (du) ,+ )axe lds}=0 (6.332) 


由 于 8( dz) 与 xz 为 任意 画 数 ， 根 据 恋 分 法 基本 引 NN, 5 


Ce 有 LRL 


Iaat 


Alit (RJ a =dua) (gab) =0 (6.334) 


84570 


dPp 十 (a b- dF) (CdR) - (84 Joxs-o 


Na 
(81) (6.335) 
3F80(6.319—6,323), (6.22676.330) 5(6.333—6.335 ) 式 
BL. 15 46 y [EJ A E.L Së 3 28 (6.320). 
an 《或 (6.327)、(6.328) 式 ， 或 (6.334) 式 )、 边 界 条 件 
《6.322) 式 及 附加 边界 条 件 (6.323) 式 〔〈 或 (6.330) 式 ， 或 (6.335) 
式 )。 这 些 方 程 与 条 件 是 待 解 函数 所 必须 满足 的 方程 与 条 件 。 
2. 势能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 市 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 


当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满 是 应 力 位 移 增 量 (1.64) 式 ， 在 边关 Sa 上 
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满足 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 ! 在 元 束 边 界 上 位 移 增 量 与 3x; 为 连续 
函数 时 ， 风 满足 泛 泡 变 分 方程 (6.336) 式 的 位 移 增 刀 为 塑 性 流动 
理论 问题 的 近似 解 。 


Eb [ àPiduids | 


S66031 


8 a 181 


+]: Lx às-- li iPrás |= 0 (6.336) 


3. —————— I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 制 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 务 数 在 元 素 内 部 满足 应 变 位 移 增 量 (1.64) 式 ， 在 边界 S* 上 
满足 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 ， 在 元素 边界 上 位 移 增 量 与 5xy 为 连 
续 函 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.317) 式 (或 (6.325) 式 ,或 (6.332) 
R) 的 位 移 增 量 为 羞 性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
”#4. 势能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 I 

在 对 风 体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 光 数 的 基础 上 ， 
若 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 方程 (1.63 一 1.65) 式 ， 在 边界 S* 上 满 
足 位 移 边 界 条 件 (1.70) 式 ;在 元 素 边界 上 8z 为 连续 函数 时 ， 则 满 
足 边界 变 分 方程 (6.337) 式 的 位 移 增 量 函 数 为 塑性 流动 理论 问题 
的 近似 解 。 


PATIE K (CaRO,a (04), ls Jonas 


Je lU pp Gin t aP: )((aRO,, 
PULS 
— (dui), 8n Jas j^ (6.337) 


著 略 去 边界 可 动 HAR, 上 述 各 类 原理 就 退化 为 相应 的 势能 
型 原理 。 
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6.4.2 势能 型 可 动 边界 变 分 原理 了 


基于 势能 型 广义 变 分 原理 的 泛 画 ， 考 虑 到 边界 可 动 性 的 因素 
ees nan 
。 可 动 边界 的 变 分 问题 。 . 
ep E E TEE 
-和 ， 在 可 动 边界 的 情况 下 ， 变 形 后 国体 系统 的 能 晨 泛 孙 (4.377) 
REH ” 
(i| [| Aster) di i 


F att? 


` den(£oa), des £oa)de(£ ) 


= Í dP;duids— E33 CEP 


8408, SÀS, 
. (du, —dae)ds } > (6.338) 
其 中 d s 
| AT do idu,z— p eom (q qd dus) 
jdn (az 355) - (6.339) 


t HERgC4.355)58, 边界 $。 为 固定 
PUE 
(1) 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 
HARRER.) EZK.) AREE 积 分 域 表 
R ME 


ex (a) = = Efi dui(£ua)duiiC Ena) 


deu(£oa), doi(£na))iJ[do 


* 545 。 


àP.dui£uo)|Jilds 


S40581 


T (aero jte -esoas | 
^ (6.340) 
其 中 了] 与 |J4| 为 雅 比 各 行列 式 (6. 10) 式 。 
(2) 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 
泛 孙 实现 极 什 的 必 变 条件 为 一 阶 变 分 为 等 。 泛 £&(6.340)5& 


的 一 阶 变 分 为 


fa), 
bor (97 GE, 
M 
" gå 2 
xU LUE "m 
Í É: 2 ? (dPidui) 
8.531 


tGPauy Jl]. » ds 


-$ li (du -a)[i EE C =) is Jas} 


-E(fll-i6- Sade; LCD 
E (aei 3 du, /— z dus J8(dei) 
"eres EU 

un d vu m 


+ 548 >» 


+ 人 dP»ds 一 [ (dui—d&i)o K 


83081 8,068; 
` (6.341 
+ 3352) jb jas}=° . ( ) 
其 中 
dPs= Asl;9x; (d Piduibxi) sxt (6.342) 


Ao X(6.339)3X, f 

(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 

在 可 动 边界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 柯 求 得 与 变 分 问题 等 价 
的 微分 方程 、 边 界 条 件 。 交 界 条 件 和 附加 边界 条 件 。 

如 果 8(dco),a(dei)y öldu) 56x HH 7G B FE XX gd 
时 ， 根 据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.341) 式 得 


aA — 
dou Sta? (Va) (6.343) 
des Ldus;cLdusem0 (Ve) (6.344) 
gluta) (Va) (6.345) 
Satt : 3 425 
Verna DAP =0 (6.346) 

Sa 0 
(Asl), a =0 (6.347) 


dP;— 1 kdo qu p) =o (S,) (6.348) 


dP»-0 (S,) (8.349) 
du;—d8i-0 (S,) (6.350) 

WURTEJGEOGAUIA B. $ 
(dui) — S(dui) — (dui) rdx: (6.381) 


+ 541 * 


将 (6.351) 式 代入 方程 (6.341) 式 ， id^ 


ITI- 1 (ead Kde, a JOC den) 


Va 


M 
E 
Š la 2 


azi 
(aea 1 jt dui,;— Idus c)B(doc) 


dout ai, A». ó(du.) jav 


( 
| ; (eost o ji 6(dui)ds 
| 


41.34. Jis Joseds 


2 Ə(de u) 
et [P-a (utaa Ju |aCaus) as 
+ Í [Ps (aP.— (eere » ; 
PRIM 


š (durta Jas 


- Í (ui—u) Š Ë (dest eA ju Jas) 


LAST 
一 0 (6.352) 


| MED AT: J lden), Öldu), 6(dui)5 òx HERA E 
HERAA REFA ka, 84(6.351)3X18 

3A _ 
r d (Va ) Rer 353) 

"ER ui = = 2 
dei 34 irj z dui 0. (V, ) (6. 35 4) 


dT j— 


z (at), = (Va) (6.385) 
AUR poen) 
— P 

(8.351) 
dP,— z (amt ras) =0 (S1) (6.358) 


dP»r+ um y (esee ae) Jedur ðxe=0 
(Si) (6.359) 
du:— dz: =0 . (8,) (6.360) 
dXA5(dui)8xaddX, ! WAGE S ERRAR E S 8 数 为 
du; —dRi(£i) 
6(dui) - dRi drr —dR;,,bn (6.361) 
将 (6.361) 式 代入 方程 (6.352 ) 式 ， 则 有 
o.c pa- -Xlfff-: E (irut Jia 


a=1 


所 以 


—-(aes- dL du JECUS 


2 
-二 (a ot aged), (88u.) àv 
* [^ det (nta cda p gen 


1 EE r 
t adde)" [ores + | mte | 


Rs due (aPi— 3 (dout A "m öze jas 
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= T (dui—dao)8 | (Faoss 


S478 


1 2A [nce 
Tus ELETI FO s Jüs]-o am) 
H Põlde), 6 8(do:,),8(dui) 与 5xx 相 了 互 元 关 且 为 仔 意 函数 

时， 和 根据 变 分 法 基本 引 理 ， 得 f 
(Va) (8.363) 


dA _ 

M come 
deis— J dus — i duco (Ve) (6.364) 
ë 
arm = (Va) (6.365) 


gå a SantO 
l f 2 eat ls os-0 
=0 (6.368) 


A sb + (IR duci [+ L dor + 


E 


—L (asa a 2 acies e 


dui;—d&i-0 (S,) (6.368) 

方程 (6.343~6.350) (6.353—6.360), (6.363-6.368)3Q 
Jk 5428 4r Ie) BLA Hr PLAT; RE (6.34376.345) XX. 2E FAR PE 
(6.346) 与 (6.347) 式 (或 为 (6,358)、(8.357) 式 ,或 为 (6.366) 
式 )、 边 界 条 件 (6.348) 与 (6.350) 式 及 附加 边界 条 件 (6.349) 式 
{或 为 (6.359) 式 、 或 为 (6.367) 式 )。 这 些微 分 方程 与 条 件 是 待 
解 函数 应 满足 的 全 部 微分 方程 与 条 件 。 

2. 势能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 

在 对 国体 系统 进行 从 散 分 着 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 

* 550 + 


Ju Jaxs=0 (S1) (6.387) 


当 位 移 、 应 变 、 应 力 增 时 为 独立 变量 随 数 ， 在 元 素 交 界 而 上 位 移 
增 量 与 6x; 为 连续 醉 数 时 ， 则 满足 泛 苞 变 分 方程 (6.369) 式 的 位 
t. NOE. JI ROS B ITE COR DRE 司 题 的 近似 解 。 


es Ill AP duds 


z 3s, 


一 l: HO jt asas ] 


-Bania 


-+ fa L;8x ds + Ir dPrds Jo (6.369) 
Sa Bafay 

KHANG. 339) 式 ，dPz 为 (6.342) 式 。 

.势能 型 加 权 剑 效 ( 广 又 何 路 人 金 ) 方 程 了 

FEX IRL RR HE UE FER MCI RS DPF GE RD T Is 
当 位 移 、 应 变 。 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ， ELR, fü 
移 增 量 函数 与 5xy 为 连续 函数 时 ， 则 满足 泛 冰 蛮 分 方程 (6.341) 式 
(或 为 (6.352) 式 ， 或 为 (6 .362) 式 ) 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 
塑性 流动 理论 站 题 的 近似 解 。 

INS 势能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 蝴 理 工 

在 对 问 体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
当 丰 元素 内 部 行 解 商 数 满足 (6.343~6.345) 式 ， TEGERE LE 
654 为 连续 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (8.370) 式 的 位 BR dE. 
应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


(fs s+ (dR;, jane deu 305 JU janas 


- Í [aP»— (aR, duin (aP, 


PPCERE 


'881* 


ra4 
E (drt ae 1; Jon las 


— — 15 34 1 "E .9AÀ zs. | - * 
: 1 (du: — Guy E (acs: DEEST ds [7-0 
Sasy 

(8.310) 


6.4.3 势能 型 可 动 边 界 变 分 原理 EH 


在 修正 变 分 原理 的 广义 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边 界 的 情况 下 
建立 塑性 流动 理论 问题 的 可 动 边界 变 分 原理 。 

1. 势能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 显 理 年。 

在 对 辐 体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 五 数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 案 AMD Rob, fü 
移 。 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 满足 变 分 方程 (6.371) 
式 的 位 称 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


K í. 
»L [Ma de 一 | apaus—dut)as 
€-1 L^ 3a ` 


一 [ ePoatas]+ [A 017SxyGsS 
3 。 


8g Sg- Uc 


十 Il aPsäs}=0 f (6.371) 
$ 0, 

其 中 4 为 (6.339) 式 ! dPz 为 (5.342) 式 。 

2. 势能 型 如 权 余 数 〈 广 义 伽 略 金 ) 方程 下 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 皋 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基 珊 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 通 数 为 独立 变量 通 数 ， 在 元 素 边界 上 ， 位 
移 、 应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 函数 时 , 则 洲 足 变 作 方程 (6.372) 
式 的 位 称 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


.* 552 * 


{M-i (aru agia eee 


"iip, 


dEr; — a tuea dus:Jó(ded) 


m 

T7 

e. (asut 24 ) Cani) fav 
2 ai deis) "mu d i 


(du;—dut)5(éP;)- t (aPt 


85 


=l! 
=} (aeo aa 55) Hē) —A lbs; «as 


| (às — dut)&Ca Pr )-- (dP; —dP1)8(dui) 


FACER 
* (aer s (irati y) (duo) jas 
F | dP»da— J | (du 一 aa)5CaP3) 
+(dP; 一 J (dwt j) )écno Jas|= 


(6.372) 
其 中 在 元 素 交 界面 上 dPi5(dui) 为 相 消 项 在 元 素 边界 上 5 (API) 
还 可 取 为 
6(dP1)=8(dP;)—((, dnt Ta n 89 


(6:372) 
或 取 为 . 
Api) um [apta - (1 dci 1 Temi y Joxa 
^ (6.314) 


3. 势能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 于 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 酒 数 在 元 素 内 部 满足 应 力 应 变 增 量 (5.418) 式 、 应 变 位 移 
增 量 (5,419) 式 、 平 衡 方 程 (5.420) 式 ， 在 元 XE 边界 上 独立 构造 
人 位移、 应力 增 量 函 数 时 ， 册 满足 边界 变 分 方程 (6.315) 式 的 位 
移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 癌 题 的 近似 和 解 。 
| E [F [amanar 


L Ba 


(apt - PACARE "i Jy duo) jas 


- [acte I! [idus dut Jia Pi) 
l MI 


Sa ^81 


* (P, -aPp)Saut) |ds— [ [ap 


[RIF 


+ 人 (api 一 二 JOE A ju cdu) Jas 


ES [ Poesie 


S335 


* (aper P (aeu Jl Jè duo) às) =o 
(6.375) 
其 中 在 元 素 边 界 上 ， Kappa mays (或 (6.374) 式 )。 
6.4.4 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 
在 余 能 吉 上 典 变 分 原理 匆 泛 函 的 基础 上 ， 在 可 动 边界 条 件 下 建 
立 塑 性 流动 理论 的 可 动 边 界 变 分 原理 。 
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- 村 动 边界 的 变 分 问题 
Poriin oh 把 因 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
JI 在 可 动 边界 的 条 件 下 ， 变形 后 固 钵 系 并 的 能 量 泛 痪 (3.52) 式 
A 


M c 
(e) =E] || mista doitua dotto 


-1 a=1 Y, 


一 [ dnidoulsds| (6.376) 
S3183 
其 中 B86。=Bldo;;) 为 (1.76) 式 。 
(1) 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， WEZH STOAREN RE. 
RA 
E [petisti 2 s 


s=] Fa 


æ (a) = 
Pb 


— ducdesilds | (6.377) 
EPTIEES 
其 中 8 ,为 轩 定 边界 ;1 了 | 为 雅 各 比 行列 过 (6.10) 式 。 
(2) BÉ BR iE BR 2 IE 
i 8S cL (B CS] DIE AR EE — E RAP E. 12 函 (6.377) 式 
的 一 阶 变 分 为 


g š 
M . 
= xil Mig Gu Gor] de 


-[ dzib(do; As] 


Sans; 


€n 
Ut 
o 


Move 
- Xi | Bo) xc (Bo) ee ,8(do^,5) 


se ys 


FO G4 ]do— p tué (dcil)ds] = 
aS 
(6.378) 
WRAK REFER 63) WA 


P Mau:dcdoiss)dv= >| || ^4u4./8(4o «dv 
ba 4=1 ps 


+ aesti oo f (6.379) 


将 (6.379) 式 与 (6.378) 式 和 相册， 利用 (6.67) 式 和 Green 定 M, 方程 
(6.318) REA 


B. - Xlll" ) (duc idus c) |BCde do 


T [| iauetdo t T Bl;8x;]ds 


z, [ (4ji—dwi)o(do sls] oo (6.380) 
Sans 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 与 条 件 
在 可 动 边 界 能 量 泛 范 的 驻 值 条 仁 上 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 价 ` 
的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 办 条件 与 附加 边界 条 忻 。 
如 末 56(dois) 与 xs 相互 无 关 ， 且 为 任意 沿 数 时 , -根据 变 分 法 
基本 引 理 ， 出 46.380) 式 得 


9B 1 | 1 _ P 
do 2047 dues (Va) (6.380) 


Sapt 


3935 
Wig p070 (6.382) 


' 556 ° 


"ET 
(Bl), 9 (6.383) 
du;—du;—0 (S;) (6.384) 
NURTELGE A 3 D. < 
Ə(do¿jl1;)= 8(do Ij) - (doli) 6 x+ 
= do l;)— (douls) Ón (6.385) 
将 (6.385) 式 代入 (6.380) 式 ， 则 有 


8. E 3 ll VAN URL duya (deo) dv 
TT iX Lid(do:u) 2 ? 


Va 


+Í Juil do iL; )ds + (Bl, 
8, fa 


—dui(doil;),.]Oxads 
一 li (dzi— dund Gets |a (6.386) 
MPULEP 
WESC), ldo nli), xi 8 Jc Xe ELO IE REER CHE RE 
变 分 法 基本 引 理 ，1H(6.386) 浇 得 


aB 1 1 u dad 
Sldei) 2 Gn, 一 3 duni=0 {Va) (6.387) 
‘Sap+ 0 
dusg 7-0 (6.388) 
Sop*o | 
BhL—du(deul;)*, | ,—0 (6.389) 
du;—dui-0 (S,) (6.390) 
dn o(dao;l;) Jx d X, VE E 8 EDO LFA M 
为 
dol; dTiCZi) 
所 以 


Sdo) = dT i, 48x e dT ,, On (6.391) 


' 557 。 


将 (6.391) 式 代入 (6.386) 式 ， 则 得 


x - 
O. ps - = x! il lat YT E y duc i7 duoi (doi) do 


十 E E 
Ea 


— (da; —dui)8(doi;l;)ds le (6.392) 
S485 

Bi T (dou) boxed UJ X Bou (Ex EO, REESE 
A318, 15(6.392)3X18. 


2B H i "E 
ó(do;) 2 duc;— p duni 一 0 (Va) (6.393) 
Bl, rara, — Cdon, ) dw, "a»**. 0 (6.394) 
Sabh 
dū:—du:=0 (S,) (6.395) 


Jj f&(6.2381—6.384), (6.387~6.390) (6.393 —6.385)5% 
是 与 可 动 边界 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 〈6.381) 5X. AR 条 #F 
《6.382)、(6.383) 式 (或 (6.388)、(6.389) 式 ， 或 (6.394) 式 )， 
边界 条 件 (6.384) 式 。 这 些 方程 与 条件 是 待 解 函数 必须 满足 的 。 

2. 余 能 昏 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 角 汕 数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函数 在 元 素 内 部 满足 平衡 方程 (1.63) 式 ， 在 边界 S: 上 满足 
力 的 边界 条 和 件 及 力 的 附加 边界 条 件 有 时， 虽 洪 足 变 分 方程 (6.396) 
式 的 应 力 、 a n i oe ds 


E qp. dv— [ düido «il ds| 


Sans, 


ras (6.396) 
S š 


其 中 Boldois) 为 {1.76) 式 . 

5， 余 能 型 加 权 余 数 ( 广 义 仙 覆 金 ) 方 程 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函数 钓 基础 上 ， 
当 待 解 函数 在 元 素 岗 部 满足 平衡 方 各 (1.637 式 ， 在 边界 S: 上 满足 
力 的 边界 条 件 及 力 的 附加 边界 条 件 ; EOCAR DERE ILE DV 2098 CIS 
3xy 为 连续 了 通 数 时 ， 出 满足 变 分 方程 (6.380) 式 (或 (6.386) 式 ， 
或 (6.392) 式 ) 的 应 力 、 位 移 增 量 为 塑 件 流动 型 论 问题 的 近 似 解 。 

4. 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 I | 

AE XT [EL IR HE HET T ELTE 00053 4 Hr DR fs W i gk E E, 
Eu P f BOE EFAG. GAR 7) (ELE RE 
(6.381) 式 ， EJUS XE Mön, DM AAE 分 
方程 (6.397) 式 的 位 移 、 应 力 增 量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


| [ts (dT i, n~ (docl)..)duc8nds 
E. 


— II (az 一 au0a(doul)asj- (6.391) 


. 
SaS} 


其 中 4# 为 边 顺 So 的 外 法 线 ! 8 为 外 法 线 改变 量 。 


6.4.5 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 I 


基 丁 余 能 广义 变 分 原理 的 泛 函 ， 在 可 动 边界 的 条 件 下 建立 闻 
性 流动 理论 的 可 动 边界 变 分 库 量 。 

1. 可 动 边 界 的 变 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 拒 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 
和 ， 在 可 动 边 办 的 条 件 下 ， 变 形 后 固体 系统 的 能 量 泛 函 (4.434) 
式 变 为 


mla =E] [I B (é:(a),duí(é o. do (¿a 


pb-2 A. 
< y alg? 


* 8590 * . 


dei(£na))dv(C£) 


= T (donf £5a)l; 
# (6 ynS (2; 5 


—dP.)dui(£uo a)ds(6:) f 
ps duidoij(oa)lids | (6.398). 
Basg 
其 中 . 
Bic — B(ie s) doles du (gray), (6.399) 
A(dei) Z (4.355); BCdcti) 为 44.356) 式 。 
(i) 化 变动 积分 域 为 圈定 积分 域 
利用 (6.1) 式 化 标 变 换 ， 可 把 江 函 {6.388) 式 采 阅 定 积分 域 事 
小 为 
M 
和 


[fiasco duties > 


Ya 
dec(£ca)dei(£ea))1J|do 


= i [dau £00; dP du 6o) |J«| de 


Sans, 
= dšdo:;l; ds (6.400) 
PLP 
其 中 5 为 固定 边界 ;| 了 | 与 |Jr| 为 雅 各 出 行列 式 (6.10) 式 。 
(2) 能 量 汉 函 的 一 阶 变 分 
泛 函 实现 极 导 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 E. dE 函 (6.400) 式 
的 一 阶 变 分 为 


=S pj B+B], an 


dum [s 2 (acl; dp du) 
ða — =s 


Sg, 


+((doub -dP u) 9-4] — 7 


2 和 anácarcaoas]-? (6.401) 
m om 于 利用 (6.6) 式 和 Green 定 埋 ， 
由 方程 (6. Ape 
ac Elf fe- ino 
* Ge), (duo) + (40 


PA 
-iunie DoD j)9àe jav 


= III (deal — dP y8(dui )ds 
8a|"81 
`É II dP»ds— f (ds;—dui)B(dos;Li)ds 
BG. 0 Balsa 
I EP EE! , ie 
+] du (ác L)as+ [pasen] 
a a 
20d (6.402) 
其 中 i 
dP» — B,lj9xj— ({(dowls— d P)dui(8x )) et 


-(- B(doc) deu deo T du (asy) ! 
" wis * 


"561。- 


St deat; AB dut yy G (6.403) 


(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 与 条 件 
在 可 动 边 界 的 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 可 求 得 与 变 分 问题 等 
价 的 微分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 和 附加 边界 条 件 。 


sua i hy 8(desy),8(dus) 和 在 元 素 边 界 上 
5(du), Bdo li) (iEn 3) Hox E UE BU (6X Bá 
数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.402) 式 得 


ən _ l 
desy— Sad (Va) (6.404). 
2A V 
(35355), = (Va). (6.405) 
3?A 
deii duin T Idena len) 
deu— idus, 7 dus c0 (Va) (6.406) 
Sab 6 
dur, ,- 09 "EP (6,401) 
Sap+0 
Bols gup- 70 (5.468) 
dco; —dP;-0 — (S,) (5.409) 
dP;—B;l;i6x;—((dol, 
—dP,)dui(8x1)) (Si) (6.410) 
d&;—dui--0 (Sg) (8.411) 


如 果 在 匹 索 边界 上 ， 令 


Š (a u}= (3 5t)- (506,5), Se (m 


a 562. 


将 (6.412) 式 代入 方程 (8.402) 式 ， 则 有 
5.9») = x| D (ae CUP) ISHANI 


a-1 Y. 


t. 3s ldu) 4 ( deis 


2:A - 
ade Sas) o (denn jav 


— [| [aesti abba aP, Jas 


848) 


— dus, H 


f s= du;)8 (dou) |as 


ue 


1 
+J rnm Gar j), |8xsas j-o 
(6.413) 
MEELA Rdn), Older), Oldu), Tex AR 上 


ldo), (Ss, L)» Sidu) jdr T EETI:EI ES S 
数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 引 理 ， 由 (6.413) 式 得 


3B _ 

do a (Va) (6.414) 
9A Y — 
[Ercim 7? (Va) (6.415) 
azA 
dou dui jac taz 7 
或 得 uu" 

LE dieu p duo (Va) (6.416) 
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abt? . 
du: N ° =o (6.417) 


à ab? 
2A Saoto _ 
i c. (6.418) 
dowls—dPi=0 (S1) (6.419) 


dPs=Bolsdxj— (Costs 4P )dui(Bx;)) = 
ji 
(S,) (6.420) 
diti— dut=0 (S) (6.421) 


如 果 在 元 素 边 界 上 5( i j L) Tnk, WEER 在 元 


素 边 界 上 的 待 解 函数 为 
34 ， 
alder) ums 
所 以 
(505 L) =T; x= Ti, Ôn (6.422) 


将 (6， A 413) 式 ， 得 
Bu > - =E! T deu Zt) (do) 


+ (335,5), , HO (207a 


2A " 
Bade, otia) sd) Ja 


[ [((do;—dP:) 8(du;) - 4P»]ds 


San31 


z || [(da,—duoà(do,J1;)ds 


SaS 
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+ [Bu+(roe- (zo uj Jau] 


. beads =o (6.423) 
如 果 在 元 素 p Wildea), Dde), Slin) EE RAA E 


8(dowls),6(dti) 与 xt 部 相互 无 关上 且 为 任意 西数 时 ， 根 据 变 分 
法 基本 引 理 ， 出 (6.423) 式 得 


3B _ 

deu — tinj Y (Va) (6.424) 
3A z T 
Ganu Crad RaRa 

zA 

dc duxi Jiena den o 

或 得 

dea— 2 duo ;— Ldusico (Va) (6.426) 
Bolet [ra (425 su), aw (6.427) 
del; -dP.—o0 (S1) (6.428) 


dPs=Bolsdxs— ((dowls— aP ,)aui(8x;)) i =0 


(S,) (6.429) 

dit— du:=0 (S2) (8.430) 
ERARI ORAE BEREIT, 9 (6.398) RNR 条 #F(6.404— 
6.411) (RA (6.414—6.421)53k, 3X 24(8.424—6.430) Ñ) 3X 
些 变 分 条 件 是 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.404~6.406) 式 、 交 
界 条 件 (6.407)、(6.408) 式 (或 为 (6.417)、(6.418) 式 ， 或 为 
(6.427) 式 )、 边 界 条 件 (6.409) 式 与 (6.411) 式 及 附加 边界 条 件 
(6.410) 式 。 这 些微 分 方程 与 条 件 是 待 解 册 数 所 必须 满足 的 2 部 
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方程 与 条 件 。 

2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 琳 理 上 

在 对 固体 系统 进行 离 仇 分 制 与 分 片 构造 得 解 函数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 卉 旺 为 独立 变量 冰 数 ;在 元 素 边界 上 用 应 变 
增 量 表示 应 力 增 量 ， 并 且 应 变 赠 量 与 改变 量 5xs 均 为 连续 函数 时 ， 
则 满足 变 分 方程 (6.431) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 县 为 剖 性 流动 
理论 问题 的 近似 能 。 


Ar 


zfs nr [ (dol — dP )duid:s 
Fa 34084 


u-1 


一 [ dadowlsds |+ | Bulsðxsds 


3cnya š Lh 


+ (f apras |=0 (6.431) 
LPDET 
其 中 Bo 为 (6.399) 式 ，dPr 为 (6.403) 式 。 
3. 余 能 型 加 权 余 教 (广义 伽 略 金 ) 方 程 T 
在 对 丙 体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 沟 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 函 数 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 用 
应 变 增 量 表示 应 力 增 量 ， 并 且 应 变 增 量 与 改变 量 5xx 鬼 为 连 渎 A 
数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.402) 式 (或 (6.413) 式 ， 或 (6.423) 式 ) 
的 位 移 、 应 变 、 应 力 增 基 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
4. 余 能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 工 
在 对 蜀 体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 冰 数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 在 元 素 内 部 满足 方程 (6.404~6.406) 式 ， 在 元 素 边界 
上 用 应 变 增 量 表示 应 力 蓝 数 ， 并 且 应 变 增 量 与 改变 量 58 为 连续 
函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.432) 式 的 位 移 、 mE. nU 
量 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 
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El. + (rs. "S (s s) )aw| Bnds 


Sa 


f [(Cdor;l; - d P; ya{ dui) +dPs]ds 


Sal31 


一 f [dr—du (druti) ds |=0 (6.432) 


6.4.6  &fb XT E28:HI 


3& p AREE EA ERU EZ ERE 在 可 动 边 界 的 条件 下 建立 所 
— 可 动 边界 变 分 原理 。 
- 余 能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 下 
s ayah 艇 分 割 与 分 片 构 造 待 解 务 数 的 基础 上 ， 
当 位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变量 函数 ， 在 元 素 边 界 上 ,位 移 、 
应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 航 数 时 ， 出 满足 变 分 方程 (6.4331) 式 
的 位 移 、 应 变 、 cpi dep ME 


xi [avo dan: Ga En 5 一 apPijds 


[ daedPids|+ il B,l;j8x;ds 


. 
SoNs, 8a 


+ [ dP»ds ]=° (6.433) 
其 中 is B 
Bo — B(da s) dede + (duo) ( 
点 为 (4.355) 式 ! B 为 (4.356) 式 。 
2. 余 能 型 加 各 余数 (I XS) 方程 下 
在 对 加 体系 统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 隆 数 的 基础 上 ， 
+ 567 ° 


ad). (6.434) 


当 位 务 、 应 变 、 应 力 增 量 为 独立 变 重 乔 数 ! TEQSE L ,位移 、 
应 力 增 量 为 独立 构造 的 边界 范 数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.435) 式 
BILE. ME. br EM MN EUN 7 

M 

SLT (ee FIG io.) don) (sie), Stdus) 


e-1 


+ (a0 durin ;6 (dec) Jde 


SG 
A s z 
e. Jot l— Pte (dut) 


十 (dd 一 aa) (了 Bil ox; | ds 


ICU ;5 要- 
= T [Gas yu ePi 


+{(dui— du)d Gis L)—dP»jds 


T Gå 1 一 dP; J5dut) 


Bafi$o 


Fd dd) Ze L) 


Haninn ]a]=o i (6.435) 


Rl 038236 9 gi F du16( dP) 85 ERRAR (dui) ) 
还 可 取 为 i 
8(duj)=Ə(duj)—du7l, òx ` (6.436) 
或 取 为 Pig 
8(dui)— (dut, , — du7,,)8xs . (6.437) 

5， 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 下 
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在 对 固体 系统 进行 冤 散 分 割 与 分 片 构 赣 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函 数 左 元 素 内 部 满足 (5.487~5.489) 式 ， 在 元 索 边 界 上 沸 
芯 构造 所 移 、 应 力 增 景 商 数 时 , 则 满足 边界 变 分 方程 (6.438) 式 的 
位 移 、 应 变 、 应 力 增 量 为 塑性 流 动 理论 问题 的 近似 解 。 


El des, t-ian) 


a= 


+(dui—duo) è ( AL) - Below, |ds 


24A 
Ə(de;;) 


JA 
十 f [{ doy dP Ja(dut) 


84081 


+(dul— du)8(, 55 t) -dP |as 


JA T 
" f [aqa y a dP1)6(dul) " 
84185 
-(dzi—duf)8(dP1) 
(dui -du 8 (02. J n)]as}=0 (6.438) 


其 中 全 元 素 边 界 上 ，6Cdwi) 也 可 采 用 (6.436) 式 (或 (6.437) 式 )。 


86.5 螺 变 理论 的 可 动 边界 变 分 原理 


90.5.1 势能 型 可 动 边界 变 分 原理 I 
在 势能 古典 变 分 原 王 的 泛 函 的 基础 上 ， 来 讨论 蠕 变 理论 的 可 
动 边界 变 分 原理 。 
1， 可 动 边界 的 变 分 问题 
对 固体 系统 进行 离散 分 寡 ， 把 固体 系统 分 割 记 有 限 个 元 素 之 
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和 ， 在 司 动 边界 的 情况 十 ， 变 形 男 体系 统 的 能 量 É 函 (4.532) 式 
变 为 
la) = xi | AoCCGCa) talira) di Eo a) dv(Ei ) 


EX [ Paa.(zoayds(zO | (6.439) 


Salta VEG) 
其 中 
Avo ig (ODeo)eu- Fd (6.440) 
(1) 化 变动 积分 域 为 固定 积分 域 
”利用 坐标 变换 (86.1) 式 ， 可 把 沁 号 (6.439) 式 用 辕 定 积分 域 表 
示 ， 则 有 


onset) |J |de 


za Pi toi as] (6.441) 
jou EIS Me ct EU 10) xk, 
(2) fiBE iT iR i — B: 36 ZY 
i£ BK SCTRUERC ESI Do 3E ERI — BEAR 33, TER ROT HES 
条 件 与 略 去 弹性 变形 的 情况 『， i£ 8 (6. 441)5R& B — Br 4-339 


5 3 
一 QM, 


» 570 


£a 1d]. aso (8.442) 


已 知 应 变速 度 与 位 移 速度 满足 (1.93) 式 ， 利用 (6.6) 式 及 
Green 定 节 ， 可 由 (6.442) 式 得 到 


8. oa- 17 Sf- [((22(H)ë:s). +P 8g:dv 


+i [(C2gCH Jér) )8à: +A l 6x;]ds 


+ | LCD) P6 Pe Jàs |=0 
8531151 
. (6.443) 
其 中 
Pp,=Avlsdxs— (Pitxi), 1 (8.444) 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 
如 果 5&1 与 3xs 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 分 法 基本 引 
理 ， 由 (6.443) 式 得 


(2g9CH)8i7),;+F;=0 (Va) (6.445) 
Cge) ,=0 l (6.446) 
j FPE) 

(Al), ,—0 (6.447) 
(2g(H)4u)l;— P;—0 (S,) (6.448) 


Po =A oliba (Pitie) s= (S1) (8.449) 
如 果 在 元 素 边 界 上， 令 2 
Od; = bk; — ii, rŠ xs I (6.450) 
将 (6.450) 式 代入 方程 (6.443 ) 式 中 ， 则 得 
M [ie 
.oes = [] - UGgCDe + Pulade 


aail 


 [[GsaDestaonas 
Ba 


+A as, (28(H)e0)L J5580s 


86 


十 | [(29( HY)81)1; — P :]Jëgids 


LEGES 
中 Ir [Pe — (2g( H)8il; — paidrrlds| 
8afi31 
一 0 (6.451) 


如 果 5@;:，6&;，5xs 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ,根据 变 分 法 基 
本 引 型 ， 由 (6.451) 式 得 


(GgCH)eiu), + F =0 (V,) (6.452) 

(29(H)ël;) at =0 (6.453) 
ab T — 

Ali —853(2g(H )6:5)l L7 (6.454) 

(29(H)8i)l — Pi—0 (S,) (6.455) 


P, — (29(H)211; — Pi)üis6xe—0 (S1) (6.456) 
jos Girt, WEE ETRA NTE kE 32 J 
di Fit) f 
54; = Ri kx, = Re, dn (6.457) 
将 (6.457) 开 代入 方程 (6.451) 式 ， 则 得 


, N € 
B. o a - = rip LOgCH Jè) T Filodidv 
$-1 Va 


所 以 


十 fta ole CRir— toe) (2g H)eil)]8xsds 


o [FOR GeODesó- POOR ` 


Sa, 


-tnr )ðxe]äs]=0 (6.458) 


由 于 5%1 与 6x; WERI RETI A K K H| BR, dd 
(6.458) 式 得 
(2gCH)4:) F F = ee ) (6.459) 


[Asl T CR, — iss) g(H)tol)],, yi ,=0 (8.460) 


P, uod coaches WU E Gud SOS iab 
(81) (6.461) 

方程 (6.445~ -6.449) =. (6.452--6.456) 3X xd is 459^ 
6.461) 式 是 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方 称 (6.442) 式 、 交 界 条 件 
(8.446)、(6.447) 式 (或 (6.453) 式 、 N E 
边界 条 件 (6.448) 式 ,及 附加 边 异 条 件 (6.449) 式 (或 (6.456) 式 ， 
或 (6.461) 式 )。 这 些 方程 与 条 件 是 峰 变 理论 的 可 动 边界 问题 的 待 
解 函数 应 满足 的 方程 与 条 件 。 

2. 势能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 

在 对 固体 系统 进行 离 知 分 市 与 分 片 构造 待 解 通 数 的 基础 上 ， 
当 应 变速 度 与 位 移 速 度 症 元 素 内 部 满足 (1.93) 式 ,在 边界 S:* E TÉ 
足 位 移 边 界 条 件 (1.99) 式 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 与 5xy 均 为 连 
续 函 数 时 ， 则 满足 泛 函 变 分 方程 (6.462) 式 的 位 移 速 度 为 稳定 里 
变 理 论 间 题 的 近似 解 。 


EXE |] Ate [I Paids| 


Sans, 


+J. Lx; Í ds + J P. ds}= 0 (6.462) 
3. 势能 型 加 权 余数 oie 方程 1 
在 对 国体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 帅 数 的 基础 上 ， 
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在 满足 不 可 肘 纺 条 和 件 和 路 去 弹性 变形 的 情 癌 下 ， 当 应 变速 度 与 位 
移 速 度 在 元 素 内 部 满足 (1.93) 式 ， 在 边界 S? 上 满足 位 移 边界 条 件 
(1.99) 式 ， 在 元 素 边 界 上 位 移 速 度 与 5xs 均 为 连续 函数 时 ， 则 满 
足 变 分 方程 (6.443) 式 ， (或 (6.451) 式 ， 或 (6.458) 式 ) 的 
位 移 速 度 为 稳定 蠕 空 理 论 站 题 的 近似 解 。 

4. 势能 型 边界 元 可 动 边界 变 分 原理 1 

在 对 团体 系统 进行 离散 分 宙 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 待 解 函数 在 元 素 办 部 满足 方程 (1.92~-1.94) 式 ， 在 边界 S? 上 满 
是 位 移 边界 条 停 (1.98) 上 人; 在 元 素 边界 上 8 为 连续 画 数 时 ， 则 满 
足 边界 变 分 方程 (6. 463) 式 的 位 移 速度 为 稳定 端 痰 理论 问题 的 近 
似 解 。 
>i 2 (Ru — ten) (29H tisli) ]ðnds 


G= 


+ [ [P HID eils — P) inin onde mo 
bids (6.463) 
当 咯 去 边界 可 动 性 的 影响 时 ， 上 述 各 类 原理 就 退化 为 相应 的 


势能 型 原理 。 
6.5.2 势能 型 可 动 边界 变 分 原理 HÚ 


基于 势能 型 广义 变 分 原由 的 广义 泛 画 ， 考 诊 到 边界 可 动 性 的 
因素 ， 下 面 建立 蠕 变 理论 问题 的 可 动 边界 变 分 原理 。 
1. 势能 型 有 限 元 可 动 边界 变 分 原理 I — 
在 对 固体 系统 进行 离散 分 害 与 分 片 构造 待 解 项 数 的 基础 上 ， 
在 满足 不 可 压 镶 条 件 及 略 去 弹性 变形 的 情况 下 ， 当 位 移 速度 、 应 
变速 度 、 应 力 函 熬 为 独立 变量 通 数 ， 在 苑 素 交 界面 上 位 移 速度 与 
5xy 均 为 连续 函数 时 ， 则 满足 泛 函 变 分 方程 (6.464) 式 的 位 移 速 
度 。 应 变速 度 与 应 力 通 数 为 稳定 蜂 变 理论 问题 的 近似 解 。 


" 574 ， 


» iffa f Pondi 


$4081 
= f cv -一 icu ring Hye) ws] 
FACTA 
+ | Abacrds+ n Peds |=0 (8.464) 

: Sa 84051 
其 中 

Lt L ! 

A. L4 49 ees Fd rd id 


*2ug H)év)(85— 7 dis, ài ) (6.465) 


"MEE TOP DELI (P A | 12 方程 I 

在 对 团体 系统 进行 IRI NS ES NOE 
frt RAS RT F 8828 48 IR 2: RPEREJE RUE UR, MAER Jy 
LAE, anasu uiw apun I, UR 
55x Spy Ye ERIGI, M98283 4 TEE (6.468) SRI E 
BE, YERE, E T. SI Vd Du ADEL UEM 
ESMI- iin ern nnt 


wh 
- (er ri uga) + P NSi 
TY siot ,—29(H)8:)554; Jav 


*[[^: lit Ririn) — | Lu Cii 


Ta 


pues ) í Jaxeds 


+ f [P eT aiia (Bi) (eu 


S513, 
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24g H)&s)L)) jsxeds 


soe &)e( os 


tl aD) jsj- 
其 中 在 元 素 边界 于 ， 有 下 面 关 系 式 : 


Sii 84; — ài, rx. 
iic Rs, ó = R: kO xk 


Bt 二 =(Ř;, k— dbi ,Oxi m (Rt, diii da f 


š. 势能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 


(6.466) 


(6.467) 


TEX [BLA # 88 ETT P WK 2y #l| 3 2 rJ 35 ft 6 PE 3k BS ERE.» 
在 满足 不 本 压缩 条 件 与 咯 去 弹性 变形 的 情况 下 ， 当 待 解 函数 在 元 
素 内 部 满足 方程 (4.495~4,497) 式 ， 在 元 素 交 界面 上 5 为 连续 
函数 时 ， 册 满足 边界 变 分 方程 (6.468) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 


应 力 函 数 为 格 定 奸 变 理论 问题 的 近似 解 。 
E| [At knmi 


selog 


+ 


n E PN 


+ [P — G7) (Pt 


SaNa 


24g H)es)l)on |ds 


一 n CT ð (or 


850195 


*2ug(H)ei)t]às |=0 
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(6.468) 


上 述 原理 的 证 明 可 参照 前 面 内 容 ， 在 此 证 明 从 赂 。 

6.5.3 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 I 

在 余 能 二 典 变 分 原理 的 泛 隐 的 基础 上 ， 建 立 稳定 量变 旦 论 的 
可 动 边 界 变 分 原理 。 

l. 可 动 边 界 的 赛 分 问题 

对 固体 系统 进行 离散 分 割 ， 把 固体 系统 分 割 成 育 限 个 元 素 之 


和 种， 在 可 动 边界 的 条 件 下 ， 变形 后 闫 体系 统 的 能 景 江 函 (4， 578) 
式 变 为 


uf (a) 27 到 | 1 seu vis Cera DAKE) 


— II moulas| | (8.469) 
sons, f 


其 中 ub 
ix (if, jots (6.410) 


(1》 化 变动 积分 域 为 国定 积分 域 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 可 把 泛 函 (6， Pe 
示 ， 则 为 


PES 


B,— 


=s ii ostis} i (6.471) 
Balg N 
其 中 Ss 为 固定 边界 ! | 了 1 为 雅 各 比 行列 式 (6,10) 式 。 
(2) 能 量 汉 函 芍 一 阶 变 分 ; 
泛 函 实现 极 值 的 必要 条 件 为 一 阶 变 分 为 零 。 在 满足 不 可 压缩 
条 人 忻 和 了 略 去 弹性 变形 的 情况 下 ， 能 量 泛 画 (6.471) 式 的 一 阶 变 分 


* buie 


等 于 零 的 形式 为 ` 


ar (a) 
y le) e Ko 
Pu ,4 3 
Xlll neo emo], e 
一 I! bros |o (6.472) 
a a1$2 


Ku L asa 92) 式 ， 则 有 
IC dv= xl — i4,;8 (o, ,)d 
£i: IC ;)dv-— - xi ü 0,,)dv | 


say 
+ [29085 ]=o (8.473) 
| A 
将 (6.472) 与 (6.473) 两 式 相 加 ， 利 用 (6.6) AM Green 定理 ， 则 
得 


a-1 5 


T -1 一 E: f(T)oi,— n T4, 9 lövi ;dv 


à] aea XBb52] ds 


Sa 


一 [ (às) yás | oo (8.474) 
(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 
在 可 动 边界 能 量 泛 函 的 驻 值 条 件 下 ， 可 获得 与 变 分 问题 等 价 
的 徽 分 方程 、 边 界 条 件 、 交 界 条 件 与 附加 边 办 条 件 。 
如 果 504;，5ossls，8xz 相 互 无 关 且 为 任意 函数 时 ， 根 据 变 
分 法 基本 引 理 ， 由 (6,474) 式 得 


. 578 > 


Lf), — Lua) mo (Va) (6.475) 
Pos Eje ELM R 3: $ sŠ 

| Bug— : f(T)o,,20 

所 以 (6.475) 式 可 变 为 


bir La a) =0 (Va) (6.476) 
LIT 

Beto = (6.411) 
N EB 2p 

(Bels) ^^ = (6.418) 

Ë — & =0 (S2) (6.479) 


如 果 在 元 素 边 界 上 ， 仿 
ó(o1,1) - (oi) — oul;), rdxx 
= (osil) — (01,15), nòn (6.480) 
将 (6.480) 式 代入 (6.474) 式 ， 则 得 
$a. -Xi(ff[ ire ?一 Ls tá J& s) d 
ob 一 1 "A ij 2 ` i,j fi Gij v 


a=1 ya 


+ soul)dst | EBols a (ol),s ]Bxidé- 
Sa 85 I 


一 j | Gic a8(, 1.) ds E (6.481) 


Eang 
fnX5co, 6(oil), oxeti IX EH E Sus 3 Bi, 33 E 
ARAMIKGAGESGISE., H (6.481) 
Sf Tee Li hu) ` (Ve) (6.482) 


或 得 
Bu, Cini 0 (Va) (6.483) 
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le yy + 
is c (6.484) 
'Sap*? : 
[Eole t:l oial), 8] aago? (6.485) 
fi—d4i:-0 (S) (6.486) 
克 果 58(ai 所 1 门 与 Sxx 相 关 ， 由 容 形 后 在 元 素 边 界 b. EAK 
gl =T (t) 


6.492) 式 旦 与 可 动 边界 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 (6.476) 式 、 交 
界 条 件 (6.477)、(6.478) 式 (或 (6.484~6.485) 式 ， 或 (6.491) 
式 )、 边 界 条 件 (6.479) 式 。 这 些 方 程 与 条 件 是 待 解 函 数 必须 满足 
的 与 变 分 问题 等 价 的 被 分 方程 与 茶 件 。 
2. 余 能 型 有 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 I 

”在 对 轿 体 系统 进行 离散 分 寡 与 分 片 构造 待 解 函 数 的 基础 下 ， 
2 CURE ER Oe 003 POETE CE 09 71 (1.92) 310, 住 边界 S1 虐 满足 
力 的 边界 条 件 及 力 的 附加 边界 条 件 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.493》 
式 的 应 力 函 数 。 位 移 速 度 为 稳定 蜂 变 理论 问题 的 近似 解 。 

PE lp. as i iyul ds] 


S#a fs, 
+ asds |= (6.493) 
8a 


Ki BoCo 1039 (6.470)5&. 

5， 剑 能 型 加 权 余 数 ( 广 义 匣 略 金 ) 方 程 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 务 数 的 基础 上 上， 
在 满足 不 可 嵌 缩 条 件 和 略 去 弹性 变形 的 条 件 下 ， 当 待 解 函数 在 元 
素 内 部 满足 平衡 方程 (1.31) 式 ， 在 边界 S:+ 上 满足 力 的 边界 条 件 及 
力 的 附加 边 办 条件; 在 元 素 交 网 面 上 应 力 秀 数 与 5x; 为 连续 函数 
时 , 风 满 是 变 分 方程 (6.474) 式 《或 为 (6.481) 式 , 或 为 (6.488) 
3X) 的 应 力 函 数 、 位 移 速 度 为 稳定 里 变 BH 论 问题 的 近似 解 。 

4， 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原 远 I 

在 对 面体 系统 进行 离散 分 制 与 分 片 构 造 待 解 冰 数 的 基础 上 ， 
在 满足 不 可 压 馆 条 件 及 格 去 弹性 变形 的 情 帝 下 ， 当 待 解 函数 在 元 
素 内 部 满足 平衡 方程 (1.31) 式 、 应 力 位 移 速 度 (6,475) 式 ， 在 元 
素 交 界面 上 5# 为 连续 冰 数 时 ， 则 满足 边界 误 分 方程 6.494) A 
的 应 力 函 数 与 位 移 速 度 为 稳定 蠕 变 理 论 问题 的 近似 解 。 


"581， 


Moy i .. 
Yu —(721;),4)d:]ónds 


— [i Ca) (oul)ds |=o (6.494) 


6,08; zi 


其 中 Bo 为 (6.470) 式 ，n 为 边界 Ss 的 外 法 线 ;8# 为 外 法 线 改变 量 。 


6.5.4 余 能 型 可 动 边 界 变 分 原理 且 


基于 余 能 广义 变 分 原理 的 泛 画 ， 在 可 动 边界 的 条 件 下 建立 稳 
定 虹 变 理论 的 可 动 边 界 的 变 分 原理 。 

1， 余 能 型 寡 限 元 可 动 边 界 变 分 原理 1 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
当 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 应 力 函 数 为 狐 立 变量 殴 数 ， 在 元 素 边 界 
上 上 ， 用 应 变速 度 表 示 应 力 函 数 ， 并 且 应 变速 度 与 SBx* 均 为 连续 iR 
数 时 ， 册 满足 变 分 方程 (6.495) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 床 、 应 力 画 
Al s Eo WE BIO HEUS C CUR | 

e Efè [人 so- 人 ca, Poss 


Sany 


2 mes [p iol ds] ff Botsðxsds 

Sag Sg 
十 II P, às} =o (8.495) 
Sansi 
其 中 
1 H 1 1 t 
Bo= ot re f(T)a, Qu 
+š ((2g9(H)4À06Ë), + F) . (6.496) 


P, —B;ljóx;— (Coil; — Pi)ài(9x5)),744—0 (8.497) 
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RN — " 


2. $iEnEN xak) 方程 I 

在 对 固体 系统 进行 离散 分 割 与 分 片 构 造 待 解 函数 的 基础 上 ， 
在 满足 不 可 压缩 条 件 及 略 去 弹性 变形 的 情况 下 ， 当 位 移 速 度 、 应 
变速 度 、 应 力 函 数 为 猪 立 变量 秃 数 ， 在 元 素 边 界 上 ， 用 应 变速 度 
表示 应 力 函 数 ， 并 且 应 变速 度 与 Bxx 均 为 连续 函数 时 , 则 满足 变 分 
方程 (6.498) 式 的 位 移 速 度 、 应 变速 度 、 应 力 丽 数 为 稳定 映 变 理 
沦 问题 的 近似 解 。 

x (dr) aos 


e=1 pl 
+ (o Cos 7290060 ))880 
TG2gCH)28), + Pi lav 


TES f [(cul,- P834, —P.]ds - 
DS 


- J| Lidsoul ds 


SaS 


$ [lasC2g Ha) as 


Sa 


+ Jo. l— à; (2g H)2l;), rards| 一 0 (6.498) 
` 8. 余 能 型 边界 元 可 动 边 界 变 分 原理 
在 对 固 红 系 统 进 行 离散 分 皋 与 分 片 构 造 待 解 函 数 的 基础 上 ， 
在 满足 趟 可 压缩 条 件 与 栈 去 弹 作 变 形 的 情况 下 ， 当 待 解 函数 在 元 
素 内 部 满足 方程 (4.552~4.554) 式 ， 在 元 素 边 界 上 ，65n 为 连续 
函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 (6.499) 式 的 位 移 速 度 . 应 变速 度 、 
Jy 71 HS B 7o ERE BRESE RR YE D REA] VE z. 
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{Bet Crs (29 He nas 


ren [ [(o:1; - P;)8u; — P, ]ds 


Sans) 


一 | Lis iS Got)ds] =o (6.499) 


Sols 


其 中 Bo 为 (6.496) 式 ， Pe 为 (6.497) 式 。 
86.6 接触 问题 的 可 动 边 界 变 分 原理 


6.6.1 概述 


1. 接触 问题 

讨论 有 多 个 同体 V。 组 成 的 固体 系统 VY， 每 个 固体 Ve 的 边界 记 
为 Se 二 Se1USasUSosUSas。 其 中 Sai 为 已 知 外 力 的 作用 边界 ， 
Sas 为 已 知 位 移 的 边界 ; 56s 为 问 体 之 癌 的 接触 边界 ; Sa 为 固体 
的 自由 边界 ， 那 在 和 由 边界 上 无 外 力作 用 ， 无 几何 约束 ， 固 体 之 
局 没有 接触 。 

固体 系统 Y 可 表示 为 


V= Ü V. (6.500) 


每 个 固体 Ye 在 外 界 因素 作用 下 要 产生 变形 ， 其 边界 Sa 随 3 
变形 过 程 而 变动 ， 接 般 边 界 及 接触 边 轩 上 的 应 力 ， 应 变 也 随和 次 固 
体 的 变形 而 变动 。 色 此 ， 接 触 边 界 是 变动 的 待定 边界 。 当 E 
分 方法 来 描述 接 角 问题 时 ， 接 触 问题 是 一 个 可 动 边界 的 变 分 问 
题 上 …。 此 外 ， 在 接触 边界 的 待 解 函 数 可 具有 不 辐 的 酒 断 性 ， 相 互 
接触 的 圈 体 亦 可 具有 不 同 的 物理 性 质 的 间断 性 。 所 以 ， 接 触 问题 
实 需 上 基 待 钨 项 数 具有 不 同 间断 性 的 可 动 边界 的 变 分 问题” ”。 
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2. Iñ E 
固体 Ye 与 Ye 相互 接触 的 边界 记 为 Ses 与 Sea! BVa SV, 
R EHH) 记 为 Pen，P。:，Psn，P。,《n 与 5 为 接触 面 的 外 
法 线 方 咖 与 切线 方向 ，Pon、Pa; 为 沿 # 与 5 方向 的 接触 力 的 分 量 )。 
浴 接 触 面 上 外 法 线 方 向 与 切线 方向 的 位 移 分 EE Uan Hars 
Van» Ubro 
(1) 无 摩擦 的 接触 状态 (摩擦 系数 4 一 0) 
Pezt+Psn=0 . i 
Pa, +P, .一 0 | (6.501) 
Uan = la Fito EEEN 
(2) 有 摩擦 的 接触 状态 《摩擦 系数 4>>0) 
Pan Pos =0 
Ps, es, 
无 滑动 接 钥 状态 
Par <#Paa ` ] 


Has Hb Tuo) (6.503) 


(6.502) 


Uar — lpr J 


滑动 接触 状态 
P, — tPas J 


(6.504) 
Uan = Uan Fto 


(3》 自 由 状态 
P. ,=P,,=P., = Pa, =0 
tan pao | 
由 于 接触 边界 Sos 与 So 随 变 形 和 而 改变 ， 因 此 接触 边界 亦 可 
变 为 自由 边界 。 
在 有 摩擦 存在 时 ， 因 接触 应 力 状态 与 恕 载 路 径 有 关 ， 所 以 接 
种 力 所 和 作 的 功 也 与 如 载 路 径 有 关 ， 是 不 可 逆 过 程 。 这 样 ， 在 有 摩 
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探 存 在 与 同体 处 于 塑性 状态 时 ， 建 立 的 变 分 原理 应 是 沿 实 际 加 载 
路 径 的 情况 下 才 成 立 。 E 

5， 园 体 的 力学 状态 

_ 在 外 界 因 素 的 作用 下 ， 周 体系 统 V 产 生 了 变形 ， 具 有 了 应 变 
与 应 力 ， 在 接触 过 程 中 ， 国 体系 统 中 的 各 个 向 体 Vu， 所 处 的 力 
学 状态 并 不 一 定 相 同 ， 有 的 固体 Vs。 可 能 处 于 弹 生 状态 ， 有 的 辕 
体 Vs 可 能 处 于 塑性 状态 ， 有 的 周 体 V。 可 能 处 于 蠕 变 状 态 ， 这 就 
需要 根据 周 体系 统 中 各 个 固体 所 处 的 力学 状态 ， 应 用 前 几 节 所 介 
绍 的 内 容 与 方法 ， 建 立 解决 扩 体 接触 问题 的 变 分 原理 。 这 里 仅 以 
弹性 力学 问题 的 接触 问题 为 例 ， 论 述 接触 问题 的 变 分 原理 。 


6.6.2 势能 型 接触 问题 的 变 分 原理 I 


.在 弹性 力学 的 势能 十 奥 变 分 原理 的 泛 函 的 基础 上 ， 建 立 接触 
问题 的 可 支边 界 的 变 分 原理 ， 

1. 接 各 问题 的 变 分 问题 
”在 外 界 因 素 作 用 下 ， 回 体系 统 Y 产 生 了 变 形 ， 于 是 变形 后 的 
看 体系 统 的 总 势能 为 
uM il Ao(£«(a) usCEs,a), 
alor TIE 
Hi il éra) doulé) 
一 | Piu£iuaods(£) 


Saili: > 
E | Pasa Gods (en | (6.508) 
S440 D 


Apo À—FPiui, A= Latte (6.501) 
(szn,v5l,j, k-1,2,3) 
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(1) 化 变动 积分 域 为 国定 积分 域 “ 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 可 抬 泛 函 《6. sos) UB BE SUELE 


m. MW | 
ex (a) PM laka ca, uilé a) ui, Et,0))| Tdo 


= Í Puui(twa)lTslds 


Sai 


T IEG a uas( Es, a)! Ji! ds} (6.502) 
XII Ls DAHER. 102 
(2) 能 量 泛 两 的 一 阶 变 分 
在 油 实 际 加 载 路 径 情 况 下 ， 泛 两 (6.508) 式 的 驻 值 条 件 为 


Ò xso-1 一 Hi G$), ud 


可 [p e (2 ^ ty— P)ou.]ds 
ce retten, Cers) Juo, le 


+ [As Laxy 十 (5. veas 0 (6.509) 


—ÉÁ Add 号 为 
Š P.,7AÀ5l;85x;—CPiubxi), ni 
Paa =A Lx; —(Ps ua dx), jat 
TEE a o, us 71 B ELPEV a P3353 FS s. ERE ES 2T n 5 1 
线 方 向 的 应 力 分 量 ( 用 应 变 分 量 或 位 移 分 量 表 示 ) 和 位 移 分 量 


(Tass Cas» Uass War )o 


(6.510) 


(3) 与 变 分 问题 等 价 的 微分 方程 及 条 件 
… 在 固体 Vs。 的 边界 5a。 上， 如 Ht Oum òu ui rdre Ej óu, = 
Guzs 一 Masrx6xz 玖 关系 成 立 , 并 将 它 代入 (6.509) 式 ， 则 得 


Bor oe l- [( 25), +P. |óudo 


an] 
Ya 


t 下 LI (2 L— P.Juss8xe]ds 
+ MGE JA p= P.J6ucds 
十 T [o0 5, (85) — Pa, (ei; )]8ua ds 


sË I| [P; i (os T E Guayas; wasay 


Sag 


十 J 94 | buds 
deis 
Sual 


ad [Au ia ( b) esee] o (6.511) 
ai 


BTOus ður WFR, BAERE, MEE 分 法 
基本 引 理 得 


2A — f 
(32), +P =0 (Va) 65 p12) 
JA = 

Je; | aP i=0 (Sa1) (6.513) 
Pa- (Pb Pe) udre=0 (Saa) (6.514) 
Li 

Xj(m..(u)—Pa.(u))m0 © (Sas) (6.515) 
o=1 


M 
Y Poa—(02s(6:5) — PasCeis) tas, rx 50 
9-1 
(Sas) (6.516) 


$4 1-0 (Sas) (8.517) 
ger; 
asus (5 1) o (Saa) (8.818) 


方程 (6.512) 为 平衡 方程 ;方程 (6.513)、《6.514) 两 式 是 在 
已 知 力 的 作用 边界 上 的 力 的 边界 条 件 和 力 的 附加 边界 条 件 ; 方程 
(6.515). (6.516) ARETE BE RIEULTE j: hyk AC iF RI ITE fh 
条 件 ; 方程 (6,517), (6.518) BINOS A AAA RAFA IAA AK 
ff. 

Ji$(6.512). (6.213), (6.515). (6.5Y D) XE S RB d B: 
变 分 原理 所 求 得 的 接触 问题 的 变 分 条 件 类 加 ， 而 方程 (6.514)、 
《6,516)、(6.518) 式 是 由 边界 可 动 性 而 产生 的 附加 边界 条 件 和 附 
加 接触 条 人 御 。 这 些 足 加 条 件 通常 用 古典 变 分 原理 ， 是 求 导 不 出 来 
的 。 所 以 ， 只 有 用 可 动 边 界 的 变 分 问题 才能 建立 确切 地 找 述 接触 
问题 的 变 分 原理 。 

在 居 体 Ys 的 边界 Sa 上 ， 如 果 5ui 与 5xs 相 关 时 ， 且 令 

Ui= Rt, ua = Rs, 


所 以 
$u;—Ri,DÓxs, Óus ,— Rs rO Xr (6.519) 


将 (6.519) 式 代入 (6.511) 式 ， JW 48 
| s.a X -I he +P, [õud 


gei 
Ya 


A, p zn. 
Y sert l; PG ui a)Bxe ds 


PEs 


+ [ | Pas (ea (ea) 


Sas 


[^r] 
co 
[720 


— Pus) (Ras a mas a) lds 


十 Ir [Aol Giai) 3A 1 seeds =o 
dBi J 


ipis (6.520) 
H Tõu 85xr 的 任意 竹 ， 和 根据 变 分 法 基本 引 理 ， 虽 得 
E), +F: =0 (Va) (6.521) 


Paid (DA ly—Pi \Res—usa)ðx=0 (Sa) (6.522) 
Pas (ca í ~Pa) (Ras, t Uas, Ox = 0 (Sas) (6.523) 
Asl Qu ua) 2^1, (Saa) (6.524) 


由 于 利用 了 6mi 与 5xs 的 相关 性 ， 这 些 变 分 条 件 把 边界 条 件 与 
附加 边界 条 件 ， 接 能 条 侍 与 附加 接触 条 件 统一 在 一 个 公式 之 中 。 

接触 问题 的 待 解 效 数 所 必须 满足 的 全 部 微分 方程 与 条 件 ， 除 
上 述 微分 方程 与 条 件 之 外 ， 还 应 满足 应 变 位 移 关 系 式 、 应 力 应 变 
关系 式 及 位 移 边 界 条 件 。 接 触 问 题 的 可 动 边 界 的 变 分 问题 与 接触 
向 题 的 势能 古典 变 分 问题 的 所 不 同 是 增加 了 附 吉 条 储 。 

2 势能 型 接触 问题 的 可 动 边界 变 分 不 理 I 

在 沿 实 奈 加 载 路 径 的 情况 下 ， 假 定 待 解 函 数 在 Ve 内 部 满足 
应 变 位 移 (1.2) 式 及 位 移 边 界 条 件 (1.8) 式 时 ， 则 满足 变 分 方程 
(6.525) 式 的 位 移 、 应 变 函 数 为 弹性 力学 范畴 的 接触 问题 的 真 实 
解 。 
x Ñ s [ls do— | Pinas- J pene] 


e=1 4 


+ [Paast J ret IE Ladsds) =0 (6.525) 


3414 Zaa 
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5 势能 型 接 角 问题 的 加 权 余 数 方程 
在 沿 实际 加 载 路 径 的 情况 下 ， 假 定 待 解 函 数 在 V。 内 -部 满足 
应 蛮 位 移 (1.2) 式 及 位 移 边 办 条件 (1.8) 式 时 ， 由 浇 足 恋 分 六 程 


ML [^ du 一 | fe- stands 
> 


— | J CI auxi La cds] 


Sat 


+ k kaa fa Löxsds}= 0 (6.527) 


551 Saa 
式 中 


A = 5 satser Pan 


—l(su+aqasa)[sa— uns Eus) (6.528) 
PariS Áglitx; —(BPuiuiOxí),fs=4 (8.529) 
Pas =m Alix; — (Poetis Bx) yx (6.530) 

其 中 $。s 为 已 知 的 位 移 谣 固定 边界 。 


2. 势能 型 接触 问题 的 加 权 余数 方程 了 

在 沿 实 际 加 载 路 径 的 情况 下 ， 假 定 应 力 、 位 移 、 应 变 函 数 为 
独立 变量 函数 时 ， 则 满足 变 分 方程 (6.531) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 
J BURCH d PET ^q We HEISE Bi 09 OR CRI 


x 


EE ie imi) 
xi í es gel n Om 


e-1'p 
— ru diren ) de 
x ; Coris tH isete), +P JUS 


十 lI [Par Gul P) Rieur, r)a lds 


S851 


` 592 > 


+i [Cu $ (out — jb las 
a2 


t II | Pas (ro, Ps (S em Wenn)dre Jas 


Sag 


+i [Aoli (Ria umda Tia o (6.531) 
Sad : 
其 中 入 6 为 (6.528) 式 ，Pa1 汐 (6,529) 式 } Paa X (6.530) s Soz 
为 圈定 边界 。 在 元 素 达 界 上 有 : 
Õui = Òu ui, xt 
ucc R; | 
所 以 Bu; —8Ri— urdxe— Rik— win) dxE 
3 势能 型 接触 问题 的 边界 型 可 动 边 界 变 分 原理 也 
在 沿 实 队 加载 路 径 的 情况 下 ， 候 定 在 元 素 内 部 待 解 函数 满足 
方程 c . 
e=- TPE 47 
01; — üijhi£kt = 0 


1 ps " 
(jout game +Fi=0 


了 时 ， 则 使 满足 边界 变 分 方程 (6.532) 式 的 位 移 、 应 变 、 应 力 函数 
为 弹性 力学 范畴 中 接触 问题 的 真实 解 。 


y (I [pa 1 Hostim PG aln [t 


+ Í | (uui) 5 É œi + jasen)l ds 


Eaz 


E 


up li LT Hoas Pas) (Pars —tes)ðxs |ds 


83 
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+ 和 [auu+CRor-woeetlaxtaj=。 ` (6.532) 
Sad 
HPR x 3X5 EB. 
上 上述 原 理 的 证 明 与 前 类 同 ， 在 此 证 明 从 略 。 


$6.7 结 论 


能 量 泛 函 可 动 边界 的 变 分 ， 可 分 两 部 分 ， 其 中 一 部 分 是 竺 解 
项 数 的 改变 使 能 量 泛 函 产生 的 变 分 ， 另 一 部 分 是 积分 域 的 变动 使 
f RET RR PIE RUE Ze 
另外， 积分 域 变动 使 能 量 泛 函 产生 的 变 分 ， 属 于 界面 非 线 性 
效应 问题 ， 利 用 这 一 理论 可 以 解 一 系列 实际 问题 ， 如 弹 塑性 交界 
面 的 问题 、 接 触 问 题 、 裂 纹 扩展 中 的 能 量 释 放量 ( 率 ) 的 计算 问 
题 、 裂 纹 扩展 的 稳定 性 分 析 、 有 限 法 及 边界 元 法 的 最 佳 齐 分 原 
理 等 等 ,一 系列 实际 问题 。 

在 能 量 泛 削 可 动 边 界 的 变 分 问题 的 驻 值 条 件 直 ， 导 出 的 交界 
条 件 是 有 限 元 法 的 收敛 性 的 必要 条 件 。 利 用 交界 条 件 亦 可 导出 自 
利 有 限 元 与 边界 元 法 的 后 验 误 差 计算 公式 。 
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第 七 章 ”最 佳 剖 分 变 分 原理 


87.1 W ib 


7.1.1 最 佳 齐 分 变 分 原理 


在 用 各 种 近似 方法 解决 工程 结构 问题 时 ， 所 遇 到 的 共同 人 性 问 
题 基 如 何 训 高 解 的 精度 和 如 何 估算 误差 等 问题 ， 用 有 限 元 法 解决 
工程 结构 的 计算 问题 时 ， 提 高 解 的 精度 有 两 条 途径 ， 其 一 是 政 进 
ELARRE, BRE. CK (RERAN rM A S 
项 式 ) BEREK: 其 二 是 这 步 细 分 网 格 ， 合 元 者 尺 十 逐步 变 
小 以 达到 提高 解 的 精度 的 只 的 。 逐 步 细 分 阿 格 是 有 限 元 法 常用 的 
提高 解 的 精度 的 方法 ， 特 别 是 具 右 自动 调整 解 的 精度 的 护 适 应 有 
限 元 法 与 边 欠 元 法 。 可 换 ， 能 量 泛 函 实现 极 值 时 ，- 兵 在 逐步 改变 
元 素 的 凡 寸 ， 也 就 是 能 量 泛 函 的 积分 左 是 在 木 断 变化 《在 总 长 庆 
为 常数 的 变 分 约束 条 件 下 )， 待 解 函 数 与 元 素 尺 证 同时 作为 参 变 
量 使 能 量 泛 函 实 现 极 值 。 从 理论 上 讲 ， 这 也 就 是 一 个 可 动 边 界 的 
痰 分 问题 ， 但 是 这 里 的 积分 区 域 的 变化 不 是 由 才 变 形 而 引 起 的 ， 
而 是 由 于 人 为 的 不 断 改 变 元 素 的 尺寸 而 造成 的 。 因 此 可 以 利用 可 
动 边界 的 变 分 问题 的 理论 与 方法 来 建立 正确 描述 有 限 元 法 的 变 分 
诛 避 。 这 个 原理 有 两 个 特点 ， 其 一 是 对 固体 系统 进行 几何 剖 分 并 
分 片 构造 待 解 函数 ， 在 元 素 间 的 交界 面 上 待 解 函 数 基 有 不 同 的 间 
断 性 ;其 一 大 逐步 细 分 网 格 ， 使 元 素 尺 二 不 断 变化 ， 这 样 元 素 尺 
才 与 待 解 函数 局 时 作为 参 变 董 使 能 量 泛 杖 实 规 极 值 ， 因 此 ， 孙 用 
于 有 了 慑 元 法 的 变 分 原 悍 约 确 切 提 法 是 待 解 函数 具有 间断 性 的 最 佳 
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剖 分 变 分 原理 。 综 上 所 述 。 所 谓 最 佳 剖 分 变 分 原 节 ， 是 指 在 分 片 
均 造 待 解 郑 数 与 束 东 细 分 单元 的 车 础 上 ， 当 待 解 函数 与 单 芷 尺寸 
同时 作为 参 变 量 锯 能 量 泛 浮 实 现 拟 值 对 ， 对 固体 力学 问题 的 变 分 
T EM 


7.1.2. Jagi EK EA 

用 有 限 元 法 解决 土 程 结交 问题 ， 上 其 理论 基础 之 一 是 变 分 原 
理 ， 而 固体 力学 间 题 的 变 分 问题 与 微分 方程 等 价 的 提 法 ， 是 在 能 
基 泛 阔 的 一 阶 变 分 为 堆 的 基础 上 得 到 的 。 因 此 这 里 分 析 的 有 限 元 
法 的 收敛 性 条 件 与 识 差 估算 公式 ， 是 在 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 
对 最 佳 剖 分 变 分 原理 的 泛 函 进行 变 分 运算 ， 得 到 的 待 授 函数 证 元 
过 交 界面 上 应 满足 的 交界 条 件 ， 以 及 在 整体 边界 二 应 满足 力 琴 附 
如 边界 条 件 。 当 这 些 条 件 不 满足 时 ， 刚 能量 泛 画 的 一 阶 变 分 不 等 
于 零 ， 于 是 导入 了 误差 。 

1. 收敛 性 条 人 性 

搓 联 收 伍 性 条 什 ， 在 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 待 解 函 数 在 元 
素 奖 界面 应 满足 的 交界 条 件 ; 以 及 在 整体 边界 上 应 满足 的 附加 边 
界 条 件 。 I 

则 联 收 敏 性 条 件 ， 当 连续 介质 出 现 孔 润 〈 或 裂纹 ) 时 ， 存 一 
阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 待 解 函数 沿 孔 润 (或 裂纹 ) 边界 应 满足 的 
条 件 。 

2. 误差 分 析 i 

族 益 全 算 公 式 基 待 解 函数 不 注 足 收敛 性 条 件 时 ， 在 元 崇 交 欠 
面 于 与 整体 边 内 上访 导 入 的 误 益 。 这 种 误差 是 能 量 误 差 ， 是 后 验 
可 计算 的 误差 公式 ， 所 以 这 种 误差 下 离散 误 泛 、 食 入 变 差 和 数学 
粮 弄 误差 的 综合 误差 。 为 自 适应 有 限 元 法 与 边界 元 法 提供 了 可 计 
算 的 后 验 误 涛 估算 公式 。 

最 住 前 分 变 分 原理 与 前 章 论述 的 可 动 边 界 恋 分 原理 都 是 利用 
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可 功 边 界 的 变 分 理论 米 建 立 的 。 所 以 这 两 种 变 分 原理 蛮 形 式 与 扒 
演 过 程 上 基本 相同 ,不同 的 是 最 侍 训 分 变 分 原理 中 的 元 素 尺寸 改 
变量 是 人 为 的 已 知 的 ;而 可 动 边 界 变 分 原理 中 的 元 素 尺 二 改变 景 
是 变形 过 程 形成 的 ， 是 待 求 的 。 在 此 略 去 了 最 佳音 分 变 分 原理 的 


37.2 弹性 力学 的 最 佳 前 分 变 分 原理 


7.2.1 势能 型 最 住 剖 分 变 分 原理 

对 固体 系统 进行 几何 训 分 ， 在 这 步 细 分 单元 与 分 片 构 造 待 解 
函数 的 基础 上 ， 应 满足 下 列 条 件 ; 

(1) 应 变 、 位 移 满足 应 变 位 移 (1.2) 式 ， 

(2) 位 移 函 数 满足 位 移 边界 条 件 (1.8) 式 ; 

(3) 在 元 素 实 界 曾 二， 位移 与 元 素 尺 寸 改 变量 8xy* 为 连续 的 ; 

(4) 应 变 、 位 移 和 元 素 尺寸 改变 量 同 时 作为 能 量 泛 函 实现 角 
值 的 参 变量 ， 

(5) 同体 系统 的 整 床 尺寸 为 常数 时 ， 在 容许 的 应 变 、 位 移 及 
元 素 尺 寸 改 变量 中 ， 使 泛 函 (7.1) 式 实现 驻 值 条 件 的 解 为 弹性 力 
学 问题 的 近似 解 0 

ws = Nia, na. 


ü-i 


-[ Pas da] (1.1) 
或 者 说 ， 满 足 变 分 方程 (7.2) 式 的 容许 的 应 变 、 位 移 和 和 元素 
尺 才 改变 量 为 弹性 力学 问题 的 近似 解 。 
M 
fà "E EM 
Ej a. PRI 
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十 [Aste I Pasj- 


Sans] 


(7.2) 


其 中 4 为 (6.8) 式 3 Jis JILLARI 列 式 (6.107 式 上 天 为 


《6.19) 式 。 
7.2,2 X fb ERG 


TE— BUDE AE Ju FRIET. BUZRC.DSGRBSEIIB 数 在 
元 素 交 界面 和 在 整体 边界 上 ， 以 及 在 孔洞 (或 裂纹 ) 边界 上 应 满 
是 的 条 件 为 有 限 元 法 收敛 的 必要 条 件 ， 其 必要 条 件 为 


i. Did iri 


Sapt? 
(aiti), ° = 


Im 
Lir 
(Ad), 二 0 
P, — Aj;óx;—(Piuibxs),j«i—0 
YEUX pn. 4 
Oui Óui — ui, kÜxk 


TE E I £ AXE JJ 
Sagt? 


lansert) g Q4 


A cols — ui, at 一 9 


P, —((aijkieri li) — —Pi a NEF 


车 在 元 素 边界 .上 ， 令 
VuRi 


所 以 
oui Ri kO x 


LEREN 


Sa 
Aset (Ri, — ui) laerent) |, pi = 


(S:) (7.5) 


(7.8) 


(31) (1.9) 


(1.10) 


(0.11) 
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P, + (aisrientls— POR — ,2)86xà—0 (81) (7.12) 
2. 串联 收效 性 条 件 
落 在 元 素 边界 上 方程 (7.6) 式 成 立 ， 则 有 
(Qisgrerili)s, =0 (1.13) 
Aolp— uc k(ainiiul;)e, —0 . (1.14) 


($,—1,2,-,84)* 
上 其 中 S$; 为 介质 中 的 孔洞 《或 裂纹 ) 边界 Sa HIL (或 裂 发) 的 
个 数 。 
FERRAR RAEO. CORRY, WA 
[A ol + CRi & — i, aiii xul; |a, 750 (1.15) 


7.2.3 ”势能 型 误差 估算 公式 


这 里 介绍 的 误差 合算 公式 是 能 量 误 差 ， 芭 为 后 验 可 计算 的 误 
差 公 式 。 这 种 误差 是 待 解 函数 不 满足 收敛 性 条 秆 对 ，: 在 元 素 交 办 
25 a 这 种 误差 可 作为 自 适 应 有 限 
元 法 与 边界 元 法 的 后 验 误差 估算 公 


后 验 误差 公式 为 
x e—e, testes +e, (1.16) 
J: i 
ei Y amerd)duds (7.17) 
HS p 
es= || A coxids (7.18) 
sig. 
M 
e = >` [ P. ds (7.19) 
A PS 


# ”下 文中 Sh 一 4，2，+… Sn 的 条 件 公 存 在 ， 议 从 路 不 再 注 明 。 
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为 


M 
e=}, I [Cassssesil; uit Al 6x5 ]ds (7.20) 


asis "nS. 


党 在 元 素 边 界 IL. ARQS) FUROR. FÆess es, eae, Ñ 


M 


e= >; [aos ads (1.21) 
Baly 

€3— » I [A o (a — wi, taiese; làxads (7.22) 
G= Da 


M 
es= 7) II [P, —(aisresil; — Pi)ui,sÓxsdds (1.23) 


M 
e 一 M T I PPTEPHPRPE 


EP 
-H(A ola — ui raisererili; xe lds (1.24) 
THUURXILFLELJPER(CL I0) GE, T 7E LERNA 
M 


e) ea >` | [A olr -CRi s — ti, t )aisererils 1Oxsds 


a-ig 
a 


zn Jj LP, tinta; - P. (Rig —u,x)Óxs ids 
271548, 
(7.26) 


M 
es= [| Der (Gus usDasneuli]8xids (7.27) 


751g ns, 


XE ZB uM JUPE BEAR. Zea Hl 2 S003 y rE FA 
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函数 的 基础 上 ， 具 备 下 列 条 件 ， 

(1) WIS EP E ROLL 

(2) 应 力 函 数 满足 力 的 边界 条 件 (1.7) 式 以 及 附加 力 的 边界 
条 件 (6.114) 式 《或 为 466.120) 式 ， 或 为 (6.125) 式 六 

(3) 在 元 素 交 界面 上 ， 应 力 与 元 素 尺 才 改 变量 5x? 为 连续 的 ; 

(4) 应 力 ， 位 移 、 元 崇 尺 寸 玫 变量 同时 作为 能 量 汉 邓 实现 极 
fiy dw 

(5) 周 体 系统 的 整体 尺寸 为 常数 时 ， 在 容许 的 应 力 、 位 移 、 
元 素 尺 十 改变 量 中 ， 使 省 函 (7.28) 式 实现 驻 信 条 件 的 解 为 弹性 力 
学 问题 的 近似 解 。 

ua = 5 |a, ra — [ solls] (1.28) 

或 者 说 。 满 足迹 分 方程 (7.29) 式 的 容许 的 诺 力 、 位 称 、 元 素 

人 问题 的 近似 解 。 


Ef lasa j zulads] 


E sans, 

+ f| B3lOxs;ds-- Pp.as|=0 (1.29) 
i iid J. 
黄 中 Bo 为 {6.103) 式 ， 以 及 沿边 界 5z 的 方向 上 ， 划 分 的 元 素 在 逐 


步 细 分 过 程 中 ， 其 边界 亦 是 次 化 的 ， 故 有 
P,=BolsSxs— (ioil Òx), ixt (7.30) 


7.2.5 余 能 型 站 效 性 条 件 


在 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 由 泛 函 (7.28) 式 求 得 得 解 函 数 在 
沉 素 交 短 面 与 在 误 体 边界 上 上 上， 以 及 在 筷 润 (或 裂纹 ) 边界 上 应 满 
是 的 条 件 为 有 跟 元 法 收敛 的 必要 条 件 ， 其 必要 条 件 为 

l. WEKRE SEE 


= 602 ， 


PH 一 (7.31) 
8ap-9 
apti 
Holyls ah (7.32) 


P.=B,;l;8x í m (Biol dx), = 0 (S2) (7.33) 


gil; 2 Soil; — (cisls), roxs (7.34) 
"FAEERE GRE 
Sapt 
wi p (7.35) 
sb T 
Bolr— ulol), g 70 (1.38) 
P,—(üi— ui) (aul), 0xx—0 (Sa) (1.31) 
EdEXGRXAR F, $ 
cil; T; 
所 以 
òg: Tix, (7.38) 
于 是 上 面 各 式 变 为 
TIMES 
Bolst+ [Tis— (oil), a] us ,一 (1.39) 
P, dt (ui— u: ) Tik—(o:l;),« Òx 0 (7.40) 
02 REK Skit GE 


RETKU B. JIEECLSA)SNUAGL, MWA 
[ECGBols—ui(oisli),2)8xx uidosslslss 70 (7.41) 
XUROUXVUR E. JIEQLSS)GNGUOL, MWA 
EBols - (T — (oils), e )ui]Si =0 (7.42). 
其 中 $: 为 介质 中 的 孔洞 《或 裂纹 ) 边界 。 
7.2.0 余 能 型 误差 位 算 公式 


这 里 介绍 的 误差 估算 公式 是 能 量 误 差 的 后 验 可 计算 的 误差 公 
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式 。 这 种 误差 是 待 解 函数 不 满足 收敛 性 条 件 时 ， 在 元 素 交 界面 上 
以 及 整体 边界 上 所 导入 的 误差 。 


后 验 误差 公式 为 
e= 2l-i esl eg té, (1.43) 
其 中 
el ey ES ;l;)ds (7.44) 
a- EA 
a= nO (1.45) 
221, 
M 
=} I Puds (1.46) 
971g ai35 


-X 外 [BolsBxs muiBCowuls)lds (7.47) 


ans 


XE S PL |, ett 34) 式 成 立 ， 风 有 


mes [| u5ccotoas (1.48) 
š ka 

e2 一 > ra, le ui(oisls), eaxrds {7.49) 
a. EM 


M " 
e37 5. fi (P, — (ai ua sli)sbxsds (7.50) 


a il 
87's, 


de I [(Bol — ui(0 515), 8x 


251g, "84 
4 ui8(o::1,)]ds (1.51) 
车 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.38) 式 成 了 并， 则 有 
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E 
ei bes Y [Ue Tm (ul), uó ds" (1.52) 
a-i 
ave Il EP, (i—i) Ti — Coil), o óxeds (7.53) 
S:ig ng, 
e=}. | [Bola — (ui — ui (Ti, — (0i5l;),x) JÓxeds 
#" lg ¿as 
i (7.54) 
HFUESETHISTHRE Ho y RE, MAHER PFL S R 112 
式 ， 从 前 面 记 学 知识 可 以 很 方便 的 获得 ， 在 此 论述 从 路 。 


87:5 次 性 形变 理论 的 最 佳 剖 分 变 分 原理 


7.3.1 苏 能 型 最 佳 剖 分 变 分 原理 


对 轿 体 系统 进行 几何 前 分 ， 在 逐步 细 分 单元 与 分 片 构造 待 解 
半数 的 基础 上 ， 满 足下 列 条 件 : 

(1) AR, BOB BÉ EVE 186 (1.32) 

(2) BLEUS ELIBUE pa PL FEL 400 RARR DH a e 2 
fts 

(3) TERSA, BLESS DXX ROT CERO AES 

(4) ER, DLÉR. Jü38 RO CE RI IRSE (EDU BÉ 8 ZZ ES SE30 48 
WHAT RS 

(5) HP RARR ARTNR XU. EAER, Dr 
É. GARTE ROB, (ILIR(T.48) AKM E R tF BJ 7; 38 
性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 

tec ara = [ Bu Tslas| (1.48) 


SaS, 2 
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或 者 说 ， 满 足 变 分 方程 (7.49) 式 的 容许 的 应 变 、 位 移 、 苞 系 
尺寸 改 变量 为 朔 性 形变 理论 问题 的 近似 解 。 
"ME [fAs [ Panis] 


#=1 EPULS 


+P Alxas [I Peds |=0 (1.48) 
>。 . 


I 
$508, 


其 中 4o 为 (6.189) 式 ! |Ji 59; Ji] 296.10) X4. Pa C6.193) X. 


7.3.2. 劳 能 型 收效 性 条 件 


在 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 册 泛 函 (7.,48) 式 求 得 待 解 函数 在 
元 素 奖 界面 与 在 整体 边界 上 ， 以 及 在 关 润 (或 裂纹 ) 边 界 上 应 满足 
的 条 件 为 有 限 元 法 收敛 的 必要 条 件 ， 其 必要 条 件 为 
1， 摸 联 收效 性 条 件 
3A East? - 


uL 一 T. 

gei; ge (1.50) 
Sap! 

Asl; dien. D (7.51) 


Pr=Aolsdxs— (Piusdxs) ,sut=0 (S;) (7.52) 
潜在 元 素 边 界 上 ， 令 f 
Qu = us — ir rÜ xs (7.53) 
TA. EB EAE 
3A 1 as 一 0 (Qr. 


225533 = 
Jers ^ lsag-0 


Bapto 
Aole — Wt,s ien 2 iso (7.55) 
Paua pE l,— Pi)òxi=0 (81) (7.56) 
Xi uXXNL, < 
u= Ri 
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所 以 
Oui Ri. rO xr 


i Eme UE 
— JA Sa +0 
Aple- (Ñi t Wk) i l| b " 


Banh 


Pa + (g: 1,— P.) — ui i)0xs0 


2、 串 联 收 敏 性 条 件 
若 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.53) 式 成 立 ， 刚 有 
gA x 
e a 
ERA E 
(Alu je; 1), =0 
车 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.57) 忒 上 成立， 则 有 
JÅ = 
[Asc CR mue 25. L|, =0 


t 


7.3.3 势能 型 误 盖 估算 公式 


(5) 


(1. 


(7.58 


,62) 


当 收 熏 性 条 件 不 能 满足 时 ， 在 元 素 的 交界 面 与 整体 边界 上 ， 
URAH (RAL) 的 边界 上 就 导入 了 误差 。 这 种 误差 是 能 量 误 


差 ， 嘟 是 可 计算 的 后 验 误 差 ， 其 公式 为 
€—e, ies 1 ese, 


其 中 
VT SA 
£1 -XI 865 l; Quds 
4 


M " 
es= 5 [La Lax ds 


a lgu 


(1T. 
(7. 


(7. 


(7. 


63) 


64) 


65) 


86) 
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ies I! (s A LB + Aolsdxs)ds (7.67) 


e=lg; 


THEZUR IE: Am. 53): RS, E EE Er N28 38 


M 
e=}, sas Ouids (1.68) 
a 1g. T 
: DI š 
es= pae [ (A oli— Wik 2^ 1, Jóxsds (1.C9) 
asiy, id 
M a 
= /AT 万 ð š 
es = 2, I [Pa (at Pi) ti as (7.70) 


M 
ei | [2 692*(Ad2u5^ L Jòri las 
| (0.71) 
TAHGEGUX AME E. AEQ. T)OAAROVS, PR ERG UJ 
eite: -Xf [Asus 2 k) š A LL, ]5zeds (1.72) 
= (2A ME 
«M DE (SS Pi) Roa uoa) |xrds 
(7.73) 
A 
e= Ü [At Ratni 2Al,]beas (7.74) 
Gly MTM 
7.3.4 祭 能 型 最 佳 间 分 变 分 原理 


对 固体 系统 进行 几何 齐 分 ， 在 逐步 细 分 单元 与 分 片 构造 待 解 
商 数 的 基础 上 ， 洪 足下 列 条 件 : 

《1) 应 力 满足 平 衔 方程 (1.31) 式 ， 在 边界 上 满足 的 边界 条 件 
《1.39) 趟 以 及 力 的 附 有 如 边界 条 件 ; 
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(2) 上 应力、 位 务 、 元 素 尺 寸 改 变量 同 时 作为 能 量 泛 函 实 现 极 
RRS 空 量 ， 

《3) 在 元 吾 交 输 面 上 ， 应 力 与 元 素 尺 十 改变 量 Bxy 为 连续 的 ; 

(4) 固体 系统 的 整体 尺寸 为 常数 时 ， 站 容许 的 应 力 、 位 移 、 
元 素 尺 十 改变 量 中 ， 使 泛 落 (7.75) 式 实现 驻 什 条件 的 解 ， 为 塑性 
形 亚 惠 论 河 题 的 近似 解 。 

oo 总攻 era Í soli slas] (7.75) 
Scy FERES 

RAD WERIT REC. TOREA DOOR. 2058 

Robe s FERETE YE i] RR r (LIES 


xl 出 po- p uicil; ds] 


ali 
etas | Paudsi=0 7.76) 
Fa S558, 2 


HPB A (6.259 JIS I DLE IESUS CO. 10)5R DIE 及 
沿边 鼻 Si 的 方向 上 ， 划 分 的 元 素 在 逐步 细 分 过 程 中 ， 其 边界 亦 是 
FIN, BUS 

Pas — Byl;jox;— (Bio ijl50x5), 54 (7.77) 


7.3.5 re EAE RA 


4E— Bre y Jtt AR PET, BIER QT 15) SCR 48 PERDE 
3U ERU E STERERRYDE b. DDEETDUES (ARA XS XY 
EENT hops :条件 ， 其 必要 条 件 为 


、 模 联 疏 雍 性 永 件 
uiti (7.18) 
3ap+0 
Bols VU =o (7.79) 


P,. =Bolsdxs— Gorsli0x i) r0 (Sa) (1.80) 
SEGAR LE. 7 


80,1280 :/1;— (oy) ðr (1.81) 
于 是 工 面 各 式 变 为 
fapt? 
zj ,= (1.82) 
Sapt? I 
Bols-— ui(osili), Š POS (1.83) 


P,,Q—(8:— ui(oi;li)abxi0 (S,) (1.84) 
EHEOURGAE E, < 
ci;l;= Ti 
所 以 
So isl; =T i sx (1.85) 
于 是 上 而 各 式 变 为 
Bola t (T 5s (ail). x)ui 


MEE (7.88) 
P, , (H ti) (Ti e (o:li),)6óxs—0 (8,) (7.87) 
2. 串联 收银 性 条 件 
BEKRA E, JERR, NA 
[(Bolr— uito oL ojaxe+aacob|， 一 0 (7.88) 


^ 


车 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7 ,82) 式 成 立 ， 则 有 


[5 r Qa (Cold) |, =0 (7.89) 
434 


1.8.6 & dbi Z (k M. y < 


当 待 解 画 数 不 满足 交界 共和 件 与 附加 边界 条 件 ， 以 及 在 筷 润 
(RAA) 边 漠 上 的 条 件 时 ， 就 产生 误差 。 这 种 误差 就 是 能 量 误 
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e 一 el 十 zz 十 ea 十 es 


其 中 

M - 

e:=) || udosslsds 
eg 
M 

es= Z || Bolsðxsds 
s=1y, 
M 

e=}. il Pads 
e=1s aNs; 
M 一 

e || Guésszsbeaoas 
#=1s 38, 

若 在 元 素 边 界 了 上， 方程 (7.81) 式 成 立 ， 则 寿 

M 

em Y [eobtootoas 
ol 


X . 
e=}, [Late ulos), dreds 


a- S 


《7- 


(7. 


(z. 


(7.9 


(7: 


M 
ea 一 > | [Pu 一 (好 一 Holy keBxe]ds 
a-1 


eM pr [(Bole— ui(dil)s)8xs 
T wio(ci;l;)]ds 
若 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.85) 式 成 立 ， 则 有 


(7. 


(7 


90) 


91) 


.92) 


93) 


.98) 


M 
eid e27 3. [D+ Cra — (r1, usT6xids (1.09) 


G= Iyo 
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ie [| imm imu (Tes rol. )J5z ds - 


271g iS, 


(7.100) 
Hu 
= | [Bosin Tor (Gul))8xids 
sue 
` (7.101) 


这 些 最 佳 齐 分 变 分 原理 以 及 其 它 公式 ， 夺 形式 上 与 强 性 力学 
问题 的 原 夺 种 公式 相似 ， 代 EHA Bo Pos Pus Pas Pau 
不 相同 的 。 因 些 ， 其 它 形式 的 塑性 形变 理论 的 最 佳 前 分 变 分 原 晶 
可 类 似 扒 出 ， 在 此 从 栈 。 


87.4 ”塑性 流动 理论 的 最 佳 前 分 变 分 原理 


7.4.1 势能 型 最 佳 剖 分 变 分 原理 

对 固体 系统 进行 几何 前 分 ， 在 逐步 细 分 单 匹 与 分 片 构造 待 解 
函数 的 基础 工 ， 满 足下 列 条 件 ， 

(1) REAE 5 [ERES CUM AERE IEEE C164), 

(2) i ERE DER ERE ZR IE CI TO) NU RE R: HD 9 3 
rs 

(3) EREZA ME, DEAL 6x R oF pk 8 E Dy xk E 
Eis 

(4) RUE 5 [LEES REX ROT CE x Ing 4673 SÉ ELE ER SC 
MRHAR. f 

(5) MRRRRE K SR AS, ACHT ER S JZ E L; f 
移 增 项 以 及 元 素 尺 十 改变 时 中 ， 僻 泛 通 人 (7.102) 式 实现 驻 值 条 dE 
HE. vg TE 36D] XE 16 nd AER IE DLE o 
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Mf f . 

s= [| And do— Î apiau J'as | (1-102) 

spy BS 

或 者 说 ， 满 足 变 分 方程 (7.103) 式 的 容许 的 应 变 ; 增 量 、 位 移 
增 量 、 元 素 尺 寸 改 变量 ,为 塑性 流动 理论 问题 鹅 近 似 解 。 


M 


"E [aoa Í dPiduds | 


a=1 Va SaS] 


+f Astðxsas+ Ñ apras]=o C7.103) 
E MTS °: 


a Sa 


EPA (1.75) 8; Jia (6.10) duPz 为 《6.3218) 式 。 


7.4.2. 势能 型 站 黎 性 条 件 

在 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 人 下， 外 泛 函 (7.102) 式 求 得 待 解 函数 
在 元 素 交 界面 上 与 在 理 体 边界 上 ， 以 上 太 在 孔 酒 《或 裂 作 ) WAE 
br E BJ AE F u H FOIE SUNL SER. 其 必要 条 件 为 

1. HEURE ACE RA 


9AÀ(dei5) SaptO ` i NT 
a(ázi) V lacu nn (1.124) 
155519 
Aw(deis)ly 750 (3.105) 


dPs—Ag(dziéx—idPidsióxi),ss (S81) (0.108) 
PETRUK v 


i BS(dui)= (dU) d iosBxs (7.191) 
TR Bi FEX DJ 
92A (den) gp, | at ug (1-128) 


(deu) "|a v 
] TED 
Ac(dei;)ls — uis AEN ” =o (17.129) 


dt{ders) (86570 


dP»— dui (22 655). 1, aPij8xio (81) (1.110) . 
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BERRAR L: $ 


dui= dB; 
所 以 
(du) —-dRishxs (2.111) 
于 是 上 面 各 式 变 为 
Adeo) (aR, duc) (22 det )| 5^ =o 
(7.112) 
ap» + (23 001, ap) (ages uox o (8) 
(7.113) 
2. 串联 收效 性 条 件 
若 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.53) 式 成 立 ， 则 有 
BA(de:;) =: Š 
(A«(de a dus: ae Ja meo (7.115) 


RS, Jy BOB By qL (RRO 边界 。 
车 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.111) 式 成 立 ， 则 有 


[As(decOTek Ros dua) 2A deua, ], —0 (1.118) 
& 


alde) ^ 
7.4.8. X EA E 4k NAA 


ZU SUE AUR ERR ILU. EARRA b EE nA 
上 ， 以 及 孔洞 《或 裂纹 ) 扩展 的 边界 上 就 导入 了 误差 。 这 些 误差 
就 着 能 时 误差 ， 蚌 可 计算 的 后 验 误 差 ， 其 公式 为 


e=g; -+es +e tea (7-117) 
U u raACdes)) ，> - 
ei = j| diden) S dduids (7.118) 
Ea 
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y . 

es— 5 | Aoldes) ldsds (1.119) 
a-1$. 
" 

e=}. dPrds (7.120) 
271858, I 


x AM 二 
e=) | FAAL Bam) tAolden)sdrs)as 


azis “y Ildiz) 
Cg 7-121) 
若 在 元 素 边界 上 上 ， 方 程 (7.10?7) 式 成 立 ， 于 是 上 面 各 式 E 为 
e= x= | ues l; (duds (7-122) 
-> an aA(dets) 
aci (AG duis res) ls òxids (7.123) 


ms [aps (24 08 ls dp) dui abs |ds 


(7.124) 
Lu 
=> df [23 9021, &(du:) 


271g hg, 3(dei5) 
十 (As(deo)Px 一 aaes apan jx as (7.125) 


EERIE, FECUNDA TALHAR EH 
M 
zitea L |a Gas + (aR 


e= 18, 
2A(dei;) 


= du:r) alders) l; Jöxras (7.126) 


eon [ [aps (943542 1,— ap (aR, 


2-188, a (des;) 
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dus i)6x:]as (o (7.127) 


M " 
e | | As (ec) (aR, 


ous AA (dedi) ] | a ias 
duisr) JER 3 -ly Ox«ds u TS 


7.4.4. REAR EHATE 分 原理 

对 固体 系统 进行 几何 谢 分 ， 在 逐步 细 分 单元 与 分 片 构 造 待 解 
通 数 的 基础 上 ， 当 满足 直列 共 人 忻 : 

(1) 应 力 满足 平衡 方程 (1.63) 式 

(2) 应 力 满足 力 的 边界 条 忻 (1.69) 式 及 其 力 的 附加 边界 条 
fis 

(3) 在 元 素 交 界面 上 ， 应 力 增 量 与 元 素 尺 才 UE 景 5xy 为 连 
ut, 

(4) 应 力 增 量 、 m— RAMS 
落实 现 极 值 的 参 变 量 s 

(5) 固体 系统 的 整体 尺寸 为 常数 时 ， 存 容 放 函数 的 应 力 增 
量 、 位 移 增 景 及 元 素 尺 十 的 改变 量 中 ， 使 泛 省 (7.129) 式 SURE 
(RE EB RE, PD INT MN; 


us =. Dfe J|dv— [ düidc :ijl;' 1,ds] 1.129) 
FAM 
或 者 说 ， "TRES 许 的 应 力 增 量 、 位 移 
增 量 及 元 素 凡 丁 改 变量 ， 为 塑性 流动 理论 问题 的 近似 解 。 


PL [eis [ dido Ls] 


FACEM 


(aaa I aP,,ds]- 0 (7.130) 


LPLHEP 
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其 中 Bo 一 B(doty) 为 (1.76) 式 ;17| 与 1J4 为 雅 各 比 行列 式 (6.10) 
式 ， 沿 边界 Ss 的 方向 上 划分 元 素 ， 在 逐步 细 分 过 程 中 其 边界 刘 是 
变化 的 ， 敬 有 

dP,,— Bo(do:5)1;8x ,— (diti do :;l; 8x4), fnt (7. 131) 


7.4.5 祭 能 型 收效 性 条 件 


dE — ELE AO EDU AR VETT. HAT. 129) SCR E IS 函数 
在 元 素 交 办 面 上 与 在 整体 边界 上 ， 以 及 在 孔洞 〈 或 裂纹 ) 边界 上 
应 满足 的 条 件 为 有 限 元 法 收 伍 的 必要 条 件 ， 其 必 革 条件 为 


1， 横 联 收 敛 性 条 件 
du; CT š (7.132) 
(B,(do,)1) |52" =o (7.133) 


dP,, — Hua (do )1;6x;—(Q3uidoí;l,0x;), = 0 
(S,) (7.134) 


若 在 元 素 边 界 上 ， 仿 


8(do:l;) -8(dr jl) — (doil), rdxs (7.138) 
TE ER EXE 
I Sapt? 
dui g -070 ， (7.136) 
Sapto 
Bo(doi)ls - dui(doisli),s g us m (7.137) 


dP,,—(dai—dui)(do:l),8xa—0 (S2) (7.138) 
若 在 元 剖 边 办 上 ， 令 
dco 1,1; — dT. 
所 以 
(de: 0 ;)=dTi xe (7.139) 
于 是 上 面 各 式 变 为 
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Oo 


TA l 
B (dedo) (07407 dui i)dui], ; 一 0 (1.140) 


-0 
dP,, - (dui—dtzi)(dT ix — (do i15), e Ox —0 
(S,) (7.141) 
2. BRUN A EE e E 
若 在 元 素 边 界 上 ， 方 程 (7.135) 式 成 立 ， 刚 有 
[(B (do ij)la — dui(do i1 ;),2)8x o duib(da cl;)]s, 70 
(1.142) 
车 在 元 素 边 界 上 ， 方 猩 (7.139) 式 成 立 ， 则 有 | 
[(B,(doÀ l r T (QT 6a — (do 51) e) ducdg, 一 0 (1.143) 
& 
7.4.6 @&# DE E (5 Y y X, 
PEE IR UI IN LIE NEAR AE. WURR DÀ 及 在 孔洞 
ARA) 边界 上 的 条 件 上 时， 就 会 导入 误差 。 这 些 误差 就 是 能 量 
误差 ， 是 可 计算 的 后 验 误差 ， 其 公式 为 


e=e -Fert es ,ea (1.144) 
其 中 
M - 
e=}. M aucb(ae il )ods (1.145) 
a.. !'$, 
M * 
a= Y [| Ba(ao 582525 (1-146) 
Hiis P 
M 
e=}, [ dP, .ds (7.147) 
2718 n8; 


, M a 
em) || tad) ldrs taw do lds (7.148) 


车 在 元 素 边 办 上 ， 方 各 (7.135) 式 成 立 ， 则 有 
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mE | 

BE L Jauistao tds (7. 
“= 185 
i 

T - Y; [ts CES du: jéxids C. 
a- ls 


z 


M 
NDS | ripa -— (diii dui) (doul aS ]ds Cr. 1: 

2-155, 

M 
e=}, [(Boldois)le—du:(dorslz) e }ðxe 

%=ls;ns, 

十 GuiSfdqciilr)]ds Ét: 
PERRA Jymi (7.139) r, MWA 
EUR Ys. (dn) 

a= d 
GT Q yy cia; (7. 

“ 
sy f FdP,, — (div —dus) (dTi x 

s=ls;ñs, 

—(doi;l),s)8x«]ds (7. 

M . 
ed 一 》 li [B (dai;)Ia — (dii 

| 8-lg4As. 
— dis) (dT i — (dorli) e) ]òxeds (z. 


97.5 里 变 理论 的 最 佳 剖 分 变 分 原理 


7.5.1 劳 能 型 最 佳 剖 分 变 分 原理 


对 四 体系 统 进 行 儿 何 削 分 ， 在 逐步 细 分 单元 与 分 片 构 造 和 


149) 


152) 


153) 


154) 


函数 的 基础 上 ， 当 满足 下 列 条 性， f 

(1) 应 变速 度 与 位 移 速 度 满 足 (1.93) 式 ， 

(2) 在 边界 $* 上 满足 位 移 边 界 条 件 (1.98)} 式 及 其 附加 边界 条 
fe 
(3) 在 元 泰 交 界面 上 ， 位 移 速 度 与 元 素 尺 寸 改变 量 Bxj EJ 为 
XE SE HS 37; 

(4) 应变 速度 、 BERR, TARTE E Bl iet fe EE IE 
组 实 现 极 值 的 参 变量 ， 

(5) 国体 系统 的 整体 尺寸 为 常数 ， 

(6) 休 积 不 可 压 薄 与 略 去 弹性 变形 时 ， 在 容许 位 秒 速 度 、 应 
变速 庆 及 元 内 尺寸 改 变量 中 ， 位 泛 函 (7.156) 式 实现 驴 值 条 件 的 
ME, JE kB HUI FRIES S 3t (UL fts 

"ES XA. |J |dv— p Pas Judas] (7.156) 
Linge 2 Sans, 

或 者 说 ， 注 足 变 分 方程 (7.157) RAR VEM cR Br. ws 

XH. TONES) Jy FR Si SC PE BI B E To AIO EE CUR 
x WE 由 adv— li Feards ) 


SaS 


J TM j P. ds] o (7.157) 
Fa Ben 


ensi 

其 中 
As + 2 2g(H)£éi; ë — Fits (7.158) 
P, — Aol;9x;— EB yaa (1.153) 


7.5.2. Faek itt f t 


在 能 草 泛 函 的 驻 储 条件 下 ， 由 泛 范 (7.156) 式 水 得 有 限 元 法 
WHERE, Mon EATON 
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t. BUR I SE E AR E 
ETUR E, p5a:;-54—dniBxs, 4 
2 = R, 
所 以 一 (1.160) 
TERK AE A ITO 
a EO: 
Acl Chis — àux)2g(H ar "Nn ” =0 — (1.161) 


-9 
P. +(°g(H)ë8i; m7 usss aso (S.) (1.162) 
2. REKHA SES 


在 元 索 边 春 上 ， 沙 (7.160) 式 成 立 ， 则 有 帅 联 收敛 竹 条 件 , 其 
条 件 为 
[Aole + (R2 hingi H ) 8 lils, =0 (1-163) 


7.5.3 势能 型 误 兰 估算 公式 
当 收 伊 性 条 件 不 满足 时 ， 在 元 素 的 交 和 界面 上、 整体 边界 上 ， 
IRI (RA 边界 上 导入 了 误差 。 在 汇款 边界 上， 方程 
(7.160) 式 成 立 ， 如 有 
e, Fes es (7.104) 
其 中 
M 


ei Y [Actes Curmis) og H)és Lx (7.16 


£ 
1 
- 
m. 
[3 


M 
e=} [ tens ODeut 


4715,13, 
—P3O( Ris —ais)6xs]ds (1.166) 


$n [ [Asl FE (Gs hi) 


im TE ask 


- 2g(H)8i5 lj]8xisds (1.167) 


7.5.4. 余 能 型 最 佳 剖 分 变 分 原理 
对 辕 体 系统 进行 几何 剖 分 ， 在 逐步 细 分 单元 与 分 片 构造 待 解 
KWE, jS T yi: 
(1) 应 力 满足 下 街 方程 (1.92) 式 ; 
(2) 应 力 满足 力 的 边 并 条 件 (1.98) 式 及 其 附加 边 加 条件; 
(3) 在 元 素 交界 夯 上 上， 应 力 函 数 与 元 素 尺寸 改变 Bör HE 
续 的 ; 
(4) 应 力 函 数 、 位 移 速 度 以 及 元 素 尺 十 改变 量 同 时 作为 能 量 
泛 函 实现 驻 值 条 件 的 参 变 量 ; 
(5) 因 体 系统 的 整体 只 才 为 常数 
(6) 满足 不 可 压缩 条 件 条 略 去 弹性 变形 时 ， 在 容许 函数 的 应 
方 函 数 、 位 移 速 度 以 及 元 素 尺 十 改变 量 中 ， 使 泛 图 (7.168) 式 3C 
现 驻 值 条 件 的 解 ， ole ee 
a.m J|dv— &ioi5l;| Jalds (7.188 
cb 2 二, [d ;: J nn ds ( ) 
满足 变 分 方程 (7?.169)} 式 的 容许 的 占 力 函 数 、 位 移 速度 以 及 
JURY BUE i Jy Xe t IUE RC 3 VESTRE LRL E u, 
xj (kaa j dioulids) 


SaS 


TM f pouds|=0 (1-168) 
Sa 


Santa 

其 中 
B= ($f To Jot, (1.110) 
P,,-—B,lióx—(üdi05l;8x5 usi 7.171) 
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7.5.5 Aie e UE RPM 


XERE Bimini tE F, BREL 168) RRK PA XE 
在 元 素 交 界面 上 与 在 整体 边界 上 ， 以 及 在 孔洞 〈 或 裂纹 ) 边界 上 
满足 的 条 件 为 有 限 元 法 收 伍 性 的 必要 条 件 ， 其 必要 条 件 为 
1. WO ACIE E 
在 元 素 边界 上 ， 已 知 
(oily) 28(o5l0,) — (Orly), ebx 
并 令 
(gsil;)=T; l (7.172) 
Bru 
Borsta) S o Giili)i)8xi 
RE, USER IA 
Bolit traten) à, LT (7.173) 


-0 


P. , +(ü;—& Ta (0551), 426x470 (S,) (7.174) 


2. 串联 收 钱 性 条 件 
在 元 素 边界 上 ， AECID. MiA REH 


[B els 4 (T à — (ol; J DUM re (7.175) 


7.5.6 REBRE BIDA 
当 待 解 通 数 不 满 足 上 述 收 敛 性 条 位 时 ， 在 元 素 边 关上 、 整 体 
边界 上 ， 以 及 和 孔洞 《或 裂纹 )》 边界 二 导入 了 误 效 ， 其 2 2 Ñ 


为 
E 一 El1 十 ez 十 63 (1.112) 


其 中 
“= 本] Bols +(Tin— Could ldxds (7-177) 
184 


|( 623 * 


x z 
e= >; i [Pou — (n — 2i) (Tiu — (0:505), e)ôxelds 


aux s 
: (7.178) 
M 3 " 
e= X" | [B l s— (c ti) (Ter Celi) æ) Oxrds 
€ bsa ns 
(7.179) 


上 上 述 公式 的 推导 是 方便 的 ， 在 此 证 明 从 略 。 
87.6 $5 i$ 


d BC: E) UR XGA f Ke H8 AE y TEE — 4 83h RJ 
变 分 问题 。 

在 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 为 堆 的 条 件 下 ， 导 出 了 收 伍 性 的 必要 
条 件 。 当 这 些 条 和 件 不 能 满足 时 ， 岩 能量 泛 函 的 一 阶 变 分 不 等 于 
零 ， 求 解 问题 的 变 分 问题 与 微分 方程 不 等 价 ， 解 的 近似 性 的 精确 
度 就 要 进行 分 析 。 

后 验 误 差 佑 筑 公 式 就 是 能 量 误差 ， 是 后 验 可 计算 的 误差 公 
式 ， 可 作为 自 适 应 有 限 元 与 边界 元 法 的 误差 公式 。 

当 待 解 沙 数 在 徐 个 定义 域内 充分 光滑 性 时 ， 交 界 条 件 自 动 满 
是 ， 则 在 礼 界面 上 导入 的 误差 妃 然 等 于 零 ， 仅 余下 在 整体 边界 与 
孔洞 GARA) 边界 上 的 边界 附加 项 。 
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第 八 章 ”断裂 分 析 中 的 变 分 问题 


$8.1 概 述 


Wi RU SEROE GRE ZUR ROEBI-TIWDOERIS XXITSSRUE 
理论 方面 是 复杂 的 ， 本 质 上 是 动态 非 线性 问题 〈 包 括 儿 何 非 线性 
与 物理 非 线 性 ), 在 实际 应 用 方面 是 很 广泛 的 。 这 门 学 科 的 发 展 与 
国体 力学 、 物 理 力 学 和 数学 方法 的 理论 研究 与 实验 分 析 的 发 展 密 
切 相 关 。 这 里 仅 利用 可 动 边界 的 变 分 理论 来 分 拆 裂纹 扩 展 中 的 3 
个 基本 问题 1。 

8.1.1 Zum 

.裂纹 的 形成 、 扩 展 ， 以 至 于 引起 结构 或 构件 的 断裂 破坏 ， 歼 
个 过 程 尾 十 分 复杂 的 。 这 里 利用 可 动 边 界 的 变 分 理论 来 分 析 裂纹 
扩展 中 的 3 个 基本 问题 一 一 裂纹 扩展 中 的 能 量 释放 量 与 能 量 释 放 
率 的 计算 ， 测 纹 稳定 扩展 的 稳定 性 条 件 ， 裂 纹 扩展 中 的 结构 或 构 
件 的 寿命 估算 公式 。 这 些 理论 成 果 要 应 用 到 具体 的 工程 结构 的 
断裂 分 析 上 ， 须 要 结合 具体 的 人 情况 〈 如 裂纹 尖端 的 实际 的 力学 状 
态 ), 及 中 宏观 研究 与 微观 分 析 所 慕 得 的 断裂 参数 ， 才 能 在 解决 实 
际 工程 结构 中 有 双 得 效果 。 

0 Hin RO pESREERUEG 
”对 固体 系统 中 任意 分 割 而 成 的 元 素 ， 就 以 裂纹 边界 为 其 部 分 
边界 的 元 素 而 吉 ， 当 裂纹 扩展 时 ， 元 素 的 边界 是 可 动 边界 。 因 此 ， 
利用 变 分 方法 来 描述 借 纹 扩展 中 的 问题 是 一 个 可 动 边界 的 变 分 问 
* 625 » 


题 。 f 
国体 系统 变形 后 《包括 裂纹 扩展 中 ) 的 总 能 量 〈 包 括 动 能 、 
势能 、 外 力 功 ， 但 酷 去 热力 学 效应 ), 接 索 洛 公式 展开 ， 可 写 为 
F(uitadui, citades x«l axi) 
=F (uieii) 0E- FH (8.1) 
其 中 5F 为 一 阶 蛮 分 5 8 下 为 二 阶 变 分 。 
根据 第 六 章 可 动 边 春 的 变 分 理论 可 知 ， 能 量 泛 函 的 变 分 出 两 
-部 分 坦 成 ， 其 一 是 区 域 周 定 仅 由 变量 函数 的 改变 所 产生 的 变 分 3 


= + o 035 e 08 4 ù ù K a 4 < e c». * h 2 4 € -* < 4 
BG, 9 29 w mu ^ Jo UP o cw ^ N- w 2. . 09 o) os Lo 8, &- o; 79 5, QW O w 
9/98 89 7 8 9 9 c5 «4 5 s» 89 5$» 5 89 à 83 8 $ à — 0$ * * 9*9 * » € 


e 059 t 09 0coo3 o» * 3*4 ch 


2， 和 裂纹 扩展 中 的 能 最 轰 放 量 
能 量 泛 函 实现 极 值 的 必要 条 作为 
ëF=0 (8.2) 


基于 驻 值 条 件 (8.2) 式 ， 可 求 得 费 纹 扩展 中 的 能 暑 释 放量 。 
定义 = _— 9N,,s 
和 人 
INe sas l 
N= 一 人 zi 一 Ilx) 


为 麻 纹 扩展 中 的 能 基 释 放 率 ， 称 N 积 分 。 但 为 了 直 塘 写 出 N 积 分 
的 形式 ， 常 取 84 一 5xi 一 1 为 N 积 分 的 定义 。 式 中 Noos 为 裂纹 扩 
展 中 沿 狐 纹 边 界 的 能 量 释放 量 ; (ón) 为 裂纹 边界 沿 法 线 方向 的 
HEE, (x) 为 裂纹 边界 沿 x+ 方 向 的 改变 。 

3. Fio d RES CE AERE 


定义 f 
SF=0, 8! F0 (8.4) 
m—— 满足 这 些 条 件 时 ， 袭 纹 扩 展 处 了 于 稳定 状态 。 
定义 
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óF-—0, 5?F—0 (8.5) 
HART RO AR p MEREREN, RETRETE 
态 。 
定义 
5F 一 0，5:F 一 0 (8.6) 
ONREYUEMURISEAZ. WEA Ppub, APO y Bš sk TF 
PRERE. it, SOM 《或 构件 ) 由 于 裂纹 扩展 的 原 内 ， 随 时 
有 断 梁 破坏 的 可 能 。 
根据 裂纹 扩展 的 临界 条 人 忻 (8.50zX, XECIRESETZ IRI] EE 
分 运算， 可 求 得 各 组 明显 的 裂纹 扩展 前 临界 条 件 。 
4. 裂纹 扩展 时 结构 《或 构件 ) 的 寿命 估算 公式 
基于 裂纹 扩展 的 临界 条 性 《8.5) 式 ， 进 行 变 分 运算 ， 可 以 求 
得 裂纹 扩展 临界 条 件 的 其 体形 式 。 出 这 些 临界 条 件 林 以 求 得 临界 
速度 击 根 据 临界 速度 又 豆 求 出 裂纹 扩展 时 结构 (或 构件 ) 的 寿命 
HERR 


8.1.2 动力 平衡 条 件 
当 固 体系 统 处 于 动态 时 ， 待 解 丽 数 均 为 坐标 与 时 间 的 函数 ， 


E -H Fii A Eo r h zh -H 3E-Z&r A R 


IAL) YN Lam mu 
3(817) j: 2l Sa : S91 
动能 为 
1 /Əuy2 
K a) E 
8.11 
¿= 1  [(9(dui)y° 
K | dt ) J 


其 它 的 基本 方程 〈 本 从 关系 、 应 变 位 移 关系 及 边界 条 件 ) JAJ 
REH 
8.1.3 任意 元 束 的 边界 写法 
银 体 系统 内 部 的 任意 元 素 的 边界 ， 为 使 于 分 析 ， 可 写 为 
So 一 So U Sas (Sa, USas, 
Sas =S US, an= Sall S, 
Sas SSe US, Sas = Sa U Se í 
其 中 Sas WERV SV ZAIR, Sar 9363€ Va 与 裂纹 
CAIR) ZHUHAI, Sas NÄRV. 与 整体 边界 8, 之 M 
的 公共 边界 Se。, 为 元 素 Se 与 整体 边界 S? 之 间 的 公共 边界 。 


(8.12) 


$8.2 BR TEJ 5E 36 DR BU EY ER BJ 2E ya] EB 
对 强人 性 力 堂 范 睛 汐 断 裂 分 析 方 面 的 问题 ， 仅 讨论 静 力 状态 下 
的 裂 皆 扩展 中 的 能 量 释 放 荆 与 能 量 释 放 次 的 计算 (5 
8.2.1 裂纹 扩展 中 能 时 释放 量 计 算 了 


1. 变形 固体 系统 的 总 势能 
将 辕 体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 种 ， 氛 闸 体 变 形 《 泪 训 纹 扩 
` 628 = 


"gg 


展 ) 的 不 因 ， 同 体系 统 的 总 势能 为 
M x 
F..(a)= XÍ i Ao (Ea) usé a) un (£62), 


8a.: 


Ya 
ei Eoa) dst) 
= i Pasttoa)ds(£)] (8.13) 


Batens ta) 


其 中 
A. I dijrki£igEki — Fits (8.14) 
利用 学 标 变 换 (6.1) 5X, WA (8.13) 式 用 辕 定 积分 JQ 
AUR RUM 
LI 
F..(a)= Y (D As Ces ostio) nest a) etna)) 
. =l Ya 


: |JJlido— lI Piui(£ia)!J:; ds . (8.15) 
SqiSi 
Hop]JU8 HS KERITI (8.10) 式 。 
2. KEZE- HE 
JREË# fa B RRG, ZA (9.15) 式 的 一 阶 变 分 等 平 
M * 
BF, Yl — f {Girer ) y+ Filbuidv 
Gæ] Pa 
十 EOS L;)6u:ds 


d [Ao — una 0ijsiesil;) lónds 


Fa 


+ II {Qasrrerrly— Pi)8uids 


EMITE 


十 j| LP, —(aiiieuil - P )uss8n)as]=o 
841/181 . 
(8.18) 

其 中 P,—Aj,64—(Piuibx)), :mt (8.17) 

Hi (8.10) 式 可 知 ， 泛 函 的 变 分 由 两 部 分 组 成 ， 一 部 分 是 出 
于 区 域 商 定 而 变量 函数 的 改变 产生 的 变 分 另 一 部 分 是 由 于 区 域 
的 变动 而 产生 的 变 分 。 烈 纹 扩 展 中 的 能 量 释放 晤 就 相对 于 区 域 变 
动 使 能 量 泛 函 产 生 的 变 分 ， 这 时 的 区 域 变动 是 由 于 裂纹 扩展 的 原 
BERI XE CUNG | 

对 于 从 国体 内 部 分 市 的 任意 元 素 Ve 而 言 ， 在 元 素 V。 内 待 解 
函数 满足 应 变 位 移 《1.2) 式 、 平 衡 方程 (1.1) 式 ， 以 及 位 移 边 
界 条 件 (01.8) 式 ; 在 元 素 边 界 Sa 上 位 移 函 Wk 3 E SE B], 方程 
(8.16) 式 变 为 

N= [| CAs untaerils) lnds 


Sa 


+i 0:4 £5, 1,0u:ds 


Sa 

+ [Pe —(aijxisrila— Pi)uindnlds 
FITA 

T 1 (aisnrenils— Pi) Ouids ]=o (8.18) 
Saña, 


(1) 当 在 元 素 S. E, Õu 与 6n(8xt) WEEE, 方程 
(8.18) 式 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
TEX XA Sa 上 ， 


Nrasab = i ft Ao 7 Windiitsils la, ao 


Sab 
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一 [Au 一 1 nGiitiilis,, - lonas 


+ p (Caiseitnili)s uuo — (aciei) o, - o uds (8.19) 


Sab 


E 


(a«spitiili)o,, "PL (assei£iilio e, -8 
则 | "w 
roat 一 | ftaa — rnaisiterils ay 


Sab 
—[As—uisGust6ntl jas, - o jonas (8.20) 
ERRAR So E | 
Nrarea = [| CAs usausasal;J8nds (8.21) 


Sah. 


其 中 
assrierils=Ei=0 


车 在 边界 Sa 上 有 外 力作 用 时 ， 则 有 
Nra, a = [ LP, —(ai5eiesil; — Pi)uc son)ds 


LESS 
+ [i (gsrierils— Pi)6uids (8.22) 
Sak 
在 元 素 边界 Su。 上 ， 
Nros, = j [P, — lairreril y — P yu s6n]ds. 
B08 ; 
1 
-+ [l] {qssriertls— P )ëtu ds (8.23) 
Bg 5, 


6317 


Nra,s,=0 (s ua) (8.24) 
(2) HEURE ARS. E. u Tnx) JH X: BT, E E 
wa Ri, qj0us—Ó5RiRnabxí-RenEj. Jy (8.18) 式 的 
各 积分 项 月 下 面 几 种 情况 。 
在 元 素 边 界 S。。 上 : 
Nraror = II [LAs E (Ris—uss)ausitul,]e ,eo 


i 


Sab 
—[ A, (Run win)anientlslso, ojonds (8.25) 
在 元 素 边 界 Son 上: 
Nrasas = [| As E Gen uindassererils]nds (8.26) 


San 


FUEWAGAUSS. KA HAP EFF, JU 


Nasan = | TP, 二 (Rin~—uisn)(aisrrentls 


Sanr 
—P6n]ds (8.21) 
在 元 素 边界 Se。 。 Rua 
Nr, = [| LP, Gus mu Canenls— Pe)onlds 
Sasi i (8.28) 
ERAR Sa, 上: 
Nra,  ,=0 (üi—ui) (8.29) 
于 是 方程 (8.18) VEX 
Nra—Nroos +Nrasar t Nra —0 (8.30) 


其 中 No，as 为 沿 裂纹 边界 在 裂纹 扩展 中 的 能 量 释放 E. DAR 
Nra, hf, RIS (8.2) 起 可 求 得 裂 数 扩展 中 的 能 量 释 放 率 。 
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š. 边界 积分 变 分 原理 I 

在 变形 固体 内 任意 分 割 放 元素 Vs 下， 当 待 解 沙 数 满足 应 襟 
PUE (1.2) 式 、 平 衡 方程 (1.1) 式 、 位 移 边界 条 件 〈1.8) 式 9 
在 元 素 边 界 上 位 移 函 数 为 连续 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 
(8.30) 式 的 碾 变 ,位 移 函 数 为 党 性 力学 问题 的 真实 解 。 册 (8.30) 
ul Bi (RLH) 边界 法 线 方 向 的 能 重 释 放量 和 能 量 释 
pe 

顺 使 指出 ， 能 量 释 放 率 (Nearoxs)a 是 三 维 情况 下 的 了 积分 ， 
称 为 积分 。J 积 分 的 形式 足 它 的 特殊 情况 ， 在 某 些 情况 下 ， 了 积 
分 的 形式 仅仅 表示 沿 允 纹 边 界 法 线 方向 【〔 或 坐标 方向 ) 的 能 量 释 
放 率 ， 并 个 是 在 整个 元 素 边 界 S* 上 均 能 成 立 的 形式 。 


(8.2.2. 筑 纹 扩展 中 的 能 量 释 放量 计算 Il 


1. 变形 固体 系统 的 总 余 能 I 
将 固 栖 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 和 ， 出 于 团体 变形 《或 闭 绞 
扩展 ) 的 原因 ， 固 体系 统 的 总 余 能 为 


F. (a)= F| [| Béla out ene)aoe) 


= F=l pita) 


SaNsy 


一 I! mei (toa)lds) (8.31) 


其 中 
Bo, I g buio (8.32) 


. AREE (6. 1) Ro Sfi (8.31) REMER 
AR, 则 有 


Feu(o) 一 bee (a),90:(£50))1J dv 


az] 
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- [| menGso)tas] (8.33) 
BaflSs 
其 中 |J| 为 雅 各 比 行列 式 《6.10) Re 
2. EIE ES E EA 
根据 可 动 边界 的 变 分 理论 ， 泛 乔 (8.32) 式 的 一 阶 变 分 等 于 
FHER X 


M. 
F. = s [N es- ue Sosav 
9*1 Va 


4 [solas + [r.o Jonas 


Sa So 


十 I (u—s)8ool,4s]=o (8.34) 


S452 


其 中 利用 应 力 函 数 满足 平衡 方程 的 变 分 约束 条 件 ， 即 有 
Bcors. a -[ — us, iG: do 
Y "Y 


+ [Fuit$ost,7 loisti) nðn]ds=0 

Sa 
(8.35) 
其 中 在 元 素 边 界 上 有 


60:1 ;—5(0:1,) — (0:515), 6n 


条 件 成 立 。 

就 因 体 内 部 分 割 的 任意 元 素 Vs 而 言 ， 在 元 素 Ve 内 部 待 BR E 
数 满足 平衡 方程 《1.1) 式 、 应 变 位移 (01.2) R, 以 及 力 的 边 
界 条 件 〈1.7) 式 ; 在 元 素 边 界 上 应 力 盘 数 为 连续 函数 时 ， 方程 
(8.34) 式 变 为 


E 634:* 


Nrs 一 [seront nae [tont 


Sa 


+ [ (Cu 一 aaoslidsj=。 (8.36) 


Sgfl8g 


(1) HEESE, Sol S8n(8xc) RH. 无 关 时 ， 方 s 
《8.36》 式 的 各 积分 项 有 下 面 凡 种 情况 。 
TEX AR Sar 上; 


Nerosav 一 | {Bo Gl) indo, to 


Sab 


—([(B, —iteul 1s .- 0 Jonas 


十 D ECOFMET — (u05,, -0100:,1,ds 


Bab 
(8.37) 
#(ui)s a = (U1) so -0 则 
Ners,ab 一 [ [By — u (otli) o]ren +o 
dab 
— [Bo — t:i (O1;l;) a]sav-0 ]anas (8.38) 
ERR UF Sar Ex 
Nnm || ia 一 waolDoanas (8-39) 


3525 


rio, 1 |= P:i-—0. 
“在 元 素 边 界 So。 K. 
Nes mo (REAOUDÉRBDAURHO — (sao) 
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ERRUR Se Es | 
Nr. fi (ui —2:)80:l,ds (8.41) 
(2) EWR UF Sa E, 50:1; jón(oxi) 相关 时 ， 且 令 
0i;l;— T.i 
w 
(ol) =T: =T i öx ETa Šn 
于 是 ， 方 程 (8.36) 式 中 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
f ENKA Sas 上 ， f 


Nossas [| {CBot Tin T Gol: Duis, eo 


San 
—[B + (Tua - Cul) siis -o Jonds 


(8.42) 
ELR UA San Fa 
po an 一 n [Bs + (Ti, — (ol) ti lnds (8.43) 


Sak 
在 元 素 边 办 Se。 上 : 
Ne. ,二 0 《假定 满足 力 的 边界 条 件 ) (8.44) 
在 元 素 边界 S。。 a 
Nr, , = i (uq yaa; as (8.45) 
Bao, 
于 是 方程 《8.36) 式 可 写 为 
Ne,—N»rs»ab + Nrs,ant Nes,s,=0 (8-46) 


其 中 Mesax 为 在 余 能 密度 条 件 下 ， 滞 裂纹 边界 在 裂纹 扩 展 中 的 
Ru Xu. d 
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了， 边界 积分 变 分 原理 了 

在 变形 固体 内 任意 分 制 的 元 素 Ve 内 ， 当 待 解 项 数 满 LE 
FR (1.1) 式 、 应 变 位 移 《1.2) 式 、 力 的 边界 条 件 〈1.7) XH 
力 的 附 如 边 奔 条 件 5 ETRA EIRIC ESRR, M 
足 边 界 变 分 方程 (8.46) 式 的 应 力 、 位 移 前 数 为 弹性 力学 间 题 的 
真实 解 。 由 (8.46) 式 可 求 得 沿袭 纹 〔 或 孔 润 ) 边界 法 线 方 向 的 
能 量 释放 明和 能 量 儿 放 率 。 i 


8.2.3 RAPE paq EEA 


1. 变形 面体 系统 的 总 势能 的 广义 形式 
将 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 利 ， 岂 计较 体 变形 〈 或 裂纹 
扩展 ) FIERA, dla 义 形式 为 


F.c(a)— i D AsCGCa) uila) ue (éa), 


zn 


€i(éoa), dizli) uike) 


- |l (ua) » (ot Graie nz)l; ds 


Sañs} 
gi | PasCtoso)ds(e] (8.47) 


Sg (2 yi C) 


其 中 
EVE y use Pan 
— (Oy augue Yeu 一 ! LE upa) (8.48) 


利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 41) 式 化 为 固定 积分 
RER, ME 


Fe. (a)= > EEN Sosa), 
8-2] Va 


^ 637 < 


cilia) Oil ésa) T ido 
一 [ Cua) (Fonti aen)lsds ls 


Bof Ss 


- f putena) dilda] /— (8.49) 


其 中 | 了] 与 1 了 1 为 雅 各 比 行列 式 〈6.10) 式 。 
2， 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 


”根据 可 动 边 界 的 变 分 理论 ， 泛 函 〈8.49) 式 的 一 阶 变 分 等 于 
TES. 


LL > {f= (ee 一 TE TA 


28:1 Va 
一 于 (ao 一 atyraet T (Gis atsnierr Js 


Fon Jae [ uas, )l;buids 
Sa 
十 ij |^: WE assier) Jonas 


十 [ | osten) T Pons 


PALM 
+ | |^. — (SCout eave Br)u xa |as 
ts iin jm 
«Ile uf aut! 2 4 ien) las; 0 
(8.50) 
其 中 
P, = A,l;óx; —(Piuibxs),ssi (8.51) 
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就 固体 内 部 分 割 的 任意 元 素 V。 再 过 ， 在 元 素 Ve 内 待 解 HN 
满足 平衡 方程 (1.1) 式 、 应 变 位 移 (1.2) 式 ,以 及 应 力 应 变 (1.3) 
式 ， 在 元 素 边 办 上 上 ,位移 函数 与 改变 量 84(5xz) 为 连续 跑 数 时 ， 册 
方程 〈8.50) 式 变 为 


Nre -ls uus B ossnient)l Jonas 


ME “(ois qisriert )l;6uds 


*[ (Go dadcxisri )l; — P; |8uds 
aña 


+ 


I 


NC IEIERE Hye Juss nön Jas 
+ [gaas yout; gasek l; Jdsi=0 . 
)u Jas} 

(8.52) 

(1) KETE S. E, u: 与 6n(8xz) 相 互 无 关 时 , 方程 


(8.52) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 儿 种 形式 。 
在 元 素 边界 Ss， 上， 


Nero av = I (^: -una f ood i aser) l; ] 
i Sab 


S65*9 
-|4 —Éi, (iul L jean) | Ónds 
i 2 $5579 S 


T TG ui —iikiEk JL | 


Sgp*0 


SEES (8.53) 
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RS 1 I 
== lag l ! eri hl 1 
==. i Uij | 2 £igrtUx)JUU | 


Nacsa = T [as (i dij. 3 qssnent)ls l 


Yap+0 


则 


Fab 
Hartel Oii. y tareni )ls Jus Jonas 


BUR ELE San E: 
No 一 l [A (1 o — Leer) nie (8.58) 


San 


甚 中 


G agt ! azn) Pico 


EUR Sa TAIPE, MA 


Nresas = Í |>. xc (ou+ OishiEp! Ju- P. JE Jas 


十 p E 人 (8.56) 


Sak 


ERRAR Sa. | 


Ness, f [r - (1 (octies L - P )ursënds 


Sas 
2$. 


t E (osi tarsier eiu (8.57) 


R< 
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在 元 素 边 界 Se。, 上 ， 


Num | ansan (i, cu aseen Lds 
^as. I I 


(8.58) 

(2) "w TEGERE ILS, l, 6uiljbn(oxi) PEBE, H u= 

Ri， 若 6 一 DRi 一 玉 Raokbxr 一 Rs， 则 方程 (8.52) 式 中 的 各 
积分 项 有 有 下面 儿 种 情况 。 
ETUR Sa 上， 

Nro = | [Asta u (Tos 
Sub I Sa 
-F l aisareni)ta | 


Tapt? 


9 
= [Aot Ruru boss 


+ s dasiemi)la |, jónds (8.59) 


< 


在 元 素 边 界 S。s 上 ; 


Nr, rak 一 | [As 4- (Ron 一 oa 人 二 art 


LP 
tanien) lònas (8.60) 
SERES ICRAAPEBNE, UE 
Nrosar =f fp. T Gauss) (ou ; ainsi) 
—P:|8n)ds (8.61) 
ERRUR Sa Du 


* 641 ` 


Nere, = [ fp, (Rin ttn) 


Sas, 
[3o Lacu); P: 5n las 


| (8.62) 
ERRUR Sas, tba 


rc ,一 ] (i ae)d (owt anen) lsds 
3as ， 
M . (8-63) 
.于 是 方程 【8.52) 式 可 写 为 
Npe =Nrosag +Nposas + Neess +Nee,s,=0 (8.64) 
其 中 Nro,as 为 沿 裂 纹 边 办 在 裂纹 扩展 中 的 能 量 释 放量 。 
3 边界 积分 变 分 原理 工 
在 变形 固体 内 任意 分 割 的 元 素 Ye 上 ， 当 待 解 函数 满足 平 A 
Jj9 (1.1) R MERE (1.2) 式 ， 以 及 应 力 应 变 (1.3) Ks 
在 元 素 边界 上 位 移 范 数 与 改变 量 5x(8xt) 为 连续 函数 时 ， 则 满 中 
边界 变 分 方程 (8.64) 式 的 应 力 、 位 移 、 应 变 函 数 为 弹性 力学 问 
题 的 真实 解 。 由 (8.64) 式 可 求 得 沿 裂 纹 ( 或 孔洞 ) 边界 法 线 方 
fj 《或 坐标 方向 ) 的 能 量 释放 量 和 能 量 释 放 率 。 


8.2.4 RA&J Rob ie oc ip XIV 


1， 灾 珍 轩 体系 统 的 总 余 能 的 广义 形式 
将 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 和 ， 由 于 固体 变形 (或 裂纹 
扩展 》 的 原因， 同体 系 统 的 总 余 能 的 广义 形式 为 
Fuelo)= Yi n Bo(£s(a) uils a) Us ti, a) 
9-1 pta 
gi (Era), 0«4(£,2) ) dv (es) 
* 642 = 


十 I| (Gol, — P uds (ts) 


Saña, 


+ noolds] f (8.65) 
其 中 | | 
Bo= P bonougaoc6is (agen) TF) ` 

| "NON (8.66) 
AJER (6.1) xk. EAA (8.65) 式 化 为 用 圈定 积 
ARER, WA | | 
FG) M] BG 


£eu(£5a),05(£52)) J |dv 
e [| (oil; S Pius |Ji|ds. 


-+ [ 2:01] | : (8.67) 
其 中 :J| 与 1Js| 为 雅 各 比 行列 式 《6.10) 式 。 
2. ERZEK- RES 
， 粮 据 可 动 边界 的 变 分 理论 ， 泛 函 《8.67) 式 的 一 阶 变 分 等 于 
党 的 形式 为 
`F, = {Wis assent ess 
—(bissiósi —6(5)80:;— (dssniest),s + Fi)8ui]do 
一 fuð lassrerits)ds 


Se 
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十 | te TausCdisstExil),s]Onds 
Sa 


+ i ^P, (ol; — Pi)6ui]ds 


Bas, 
T [ LG —)8CocL)ds | 0 (8.68) 
So 3$ 
其 中 
P, —B,Lj$x,4- ((ai)l1; — Pi)ui( x )), 4 (8.69) 


LASUSCE P3 D1:8 G SMMTE PE 2:55 325,1 G M 
Bi EC RDOEKÉQUIER (1.1) A, MERE (1.2) XE NJ) NÆ 
(1.4) X; 在 元 素 边 界 上 应 变 函 数 与 改变 量 ax(5xo) 为 连续 通 数 
mi, MAR (8.68) RÆN I 
Nra a = [DB taal). J8nas 


Ba 


一 | skeureeral)as 


Sa 


十 II [Pe —(g i; 1,—P )uca5n]ds 


Se 151 


+. II (0:1; — P i)Šuids 
Sa Ns 

T ll (21—us) (oul)dsj=o (8.70) 
POET 

其 中 
ëui=8u —u nòn 
(1) HEGRA L, @(acal;), 6m , 6n(5xi) JH E 
. 844 < 


泡 关 时 ， 方 程 〈8.70) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 儿 种 形式 。 
在 元 天 边界 Sas 上: 
Nra = | fiz. Hul disriEnila), ajsa 


Sab . 
—[B, +ui(aisrrerls) alaa, -o Ônds 
== [ [Cus) s, eo — (ui )sa -oj5(aiittEettlz)ds 


Sab (8.71) 
Es, r0 = (is a -o JU 


Nrin = [ [TBH ui Cassaserli), alsa n 


Sas 
—[Botus(amenls) ass, -0] nds (8.72) 
TEX Su. 


Niro: [ [Be -- ui(055 0:61: slinds (8.13) 
Sanr 
其 中 qrspierils= ols= P i=0 


在 元 素 边 界 S。。 E: 
Nra, = Í [Pe —(a:1; — Puis són]ds 


` 
Sas, 


+ II (ol — Pi)duds (8.74) 


Sas, 


在 元 素 边界 Ss。, E 


Nra, :一 I! (4:—1:)6(0(1,)ds (8.75) 


. Sas, 
(2) HERR URSa L, HOlairiErli) Our 52 相 关 时 ， 
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令 E 
Slairiesily) =T, aòn 
6u, = Ri = Ri, ròn 
FE, JPER (8.70) 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
ERIR Sa Ea 
Nro [| (EB, (Ti, Conte n) ]san to 


Sab 


—[B, — (Ti,n— (aizel), millean- ojonds 


(8.76) 
在 元 素 边界 Sos 上 .: 
Nra a= = [e a—(a1j4gi£il;), eni 
| (8.71) 
在 元 素 边界 5。。 E ME 
Ness je [P, + (g l — P) (Ri, — 04, 4)55]ds 
sası f (8. 78) 
EWR RAS, E: ss | 
Nra,s, = | (ui—u:)d (ols)ds (8.79) 


Sas, 
于 是 方程 (8.70) RGH 
Nra—Nraos + Neasas + Nra,s, Nra, ,一 0 (8.80) 
其 中 Nre,aa 为 在 总 余 能 的 广义 形式 下 ,， 油 裂 纹 边 界 在 裂纹 扩展 中 
HEREKE. f 
š. 边界 积分 变 分 祭 理 机 
在 变形 因 体 内 任意 分 割 的 元 素 Ya 上 ， 当 待 解 函数 满足 平衡 
方程 《1.1) 式 、 应 变 位 移 (1.2) 式 ， 以 及 应 力 应 变 《1.4) X, 


“646 ° 


在 元 素 边 界 上 应 变 函 数 与 改变 量 8n(5xi) 为 连续 函数 时 ， 则 满足 
变 分 方程 (8.80) 式 的 应 力 、 应 变 、 位 移 函 数 为 弹性 力学 问题 的 真 
实 解 。 由 (8,80) 式 可 以 求 得 沿 裂纹 《 或 孔洞 ) 边界 法 线 方向 的 能 
E FE NL +I 85 RERO, 


ge. š 有 限 变形 弹性 力 学 范畴 
的 断裂 分 析 的 变 分 问题 


关于 有 限 变 形 弹 性 力学 范 炭 的 断裂 分 析 的 变 分 问题 ， 这 里 仪 
讨论 动力 状态 下 有 裂纹 扩展 中 的 能 量 释 放量 《 宁 ), 橡 纹 稳定 扩展 的 
CIONES TORT a s NN US ios 

8.8.1 RETR PARERE 


. 变形 辆 体系 统 的 总 能 量 | 
ye re UN. DERE RIGURN 
原因 ， 因 体系 统 的 总 能 是 为 


FG Y [i [AsC£i,2) — KE o) de £c) " 
-1 YACO i 


- Ü Pukas) (s.s) 


Eatas a) 


其 中 f .. 
A= Å- Pi = 5 acuti T Pita (8.82) 


RIA 8248 (6.1) sk, MAA (8.81) REXHA ER 
AS. WA | 


FG) Y: riffs Ren |Jlde 


"b4T 5 


一 [ Piu:(éia)!Jelas}at I (8.83) 


SaS) 


Krip|J]|5 J AREER (6. osse 
(2. 能量 泛 函 的 次 分 

根据 本 动 边界 的 变 分 理论 ， 泛 男 《8.83) 式 的 一 阶 变 分 等 于 
零 的 形式 为 


oF Pal: [& 2A n TP, 


dur 


—p0 ET ]ésiav 


s [acce TE? A (Bui, uds 


lat— y^ f|, 24 sa, = 

T f Psdsjdt Ef- at Sus i 0 (8.84) 
f 35331 š Ya . 

其 中 | 

Ps&—(A,—K)8n—(Piuibx;),;- f (8.85) 


Wi,n51 代 之 ， sas TE 式 变 为 
M 
-Ef j-e -p Pt 
ee E; -La rre), er 2] 
iude [om JA (Br Tus, slur) ås 
+ Pa- K)— ñ ^ Grun, lu: n Jonas 


T | E (Bxi-F inr) 7 Ps |öusds 
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oM 


2L Í [P (^ Oritur, Ob Pius son fas Jar 


SgS 


z dug jt: x i 
一 x Bu. dut > J- c Win Dn) 
BELT. gi s LED ? 


t; 
de=0 
t, 


(8.86) 

直上 述 能 量 泛 函 的 变 分 可 知 ， 其 变 分 由 两 部 分 组 成 ， 其 中 一 
部 分 为 区 域 回 定 下 变量 函数 的 改变 产生 的 变 分 ， 另 -- 部 分 是 由 于 
积分 域 的 变动 〈 即 由 于 裂纹 扩展 药 原 因 ) MEERES. Aar 
展 中 的 能 量 释 放量 可 通过 积分 区 城 的 变动 由 能 量 泛 困 产 生 的 变 分 
来 计算 。 

就 从 固体 内 部 分 割 的 任意 元 素 V。 而 言 ， 在 元 素 内 部 当 待 解 
函数 满足 平衡 方程 (8.8) 式 ,应 变 位 移 《1.15) 式 、 应 力 变 应 
(1.18) 式 ， 以 及 位 移 边界 条 件 (1.23) 式 ， 在 元 素 边界 上 位 移 
函数 与 边界 区 域 改变 量 8nx(8x) 均 为 连续 函数 时 ， 则 变 分 方程 
(8.86) 式 变 为 


一 | rx dub gs | 
N= (de. K) dei, (Bri uns, ly Ui,n Jonas 
«24 CTTESTEMSIUNRE 
sen | f 


Saa sr E 
2 J bes (Sii dr us, i)L; Ps Surds 


Sanga 


T I [Pa (25-ts i o1, Pe )usa8n]ae at 


S858] 
Jur t, 
一 | Ht aus. de 
由 at š 2h 
^ Va 
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f de gU. (ui n) , doo ` (8.87) 


(1) 相互 无 关 情 况 
ERM Sa Ho ur 与 Sa(5xt) 相 互 无 关 时 ， 方 种 (8.87) 
式 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 f 
在 元 素 边 界 S。。 E: 
Na, amf, I I K (Av— K)— 2 > Â (Brit ib jus, a), 


Sabt0 
A (a. 
P IM 
Tau, )Lise) a, -0 |ónds at 
ts JA 
+I IA Gees, +0 
ab . 

(s Crea b ss, - o |Burds ldt (8.88) 

z(2^ (rus OF s, em (PE ehe), 


则 
Nocas =f nt (Aso — K)-j e (Öri Hus DIL 小 。 TET 


—((4,— K)— 2 A (rtt, t)liur, 3 NUES 


(8.89) 
ETRAS 上 ， 


Naan -J.] [(A«c I0 24 (Ontur, o)l 
aA 


usa | bnds dt ; (8.90) 


其 中 
SA (ouibus OL Pe=0 
dei; 


EGRA S... Fa 
Na, „=f Ji J [P.- Ei “(scu Dl Peso "ES 
«(^ "uec (8.91) . 


关于 动力 项 ， 
ty 


Na, un due &u, ^ ao oo Cura yn |," do 
:ts : gi ` i 


(8.92) 


(COBRE, bult) = uel) =0, PEE 
"n 


Na a= || o* C, "èn, ^ do 
ty 


(8.83) 


o 相关 情况 
在 元 素 边 界 S。 上 ， dibus bn (bx) ERR, Bt 


us—Ri 
f Su: =R= R: nôn = Ri, Òx 
于 是 ， 方 程 (8.87) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
在 光 素 边界 Ss。 上: 
Na, "EIN AK (As — K) -- (Rx, — tn) 


2A z PLE 二 = 了 二 和 
24 Ontur Jy vm (CA EO 


, 
3A ^M. r 
Suaa) es Or tue; - ,Jonds)at 
(8.94) 
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在 元 素 边 HA Ss. E: 
N.a =[ Ga OQ) 


San 
. 94 (Siue, OL, |andsjdt (8.95) 
dei; J 
其 中 
SA (Oritur l= P=0 
gei; 
在 元 素 边界 S。。 上 
Ns = || [Í “Pa 十 (Ren 一 Htn) 
Sas, k 


( 2À (rus, P.)on] às at (8.96) 
dei; : ] 


基于 动力 项 ， 
PER hs ; Bu, Er 
Ns. = = Due dws ffo “(Urn On dv 
š at ES 
(8.97) 
Xvp—t,, Pg], bur=8Re=Rr, ôn, FER 
Wf 
Ns ^ uk T (Me, »— Rs ,»)ón , ds (8.38) 


xt, t=t;Bf, @u(t,) mus(t2) RICE) -BRa(ts) 
—0, 于 是 有 


Ns jo Dec {Ux jön n dv (8.98) 
根据 上 述 分 析 ， 于 是 方程 (3.87) AHSA 
Ns-—Nsas Nan TN, Na, =0 (8.100) 


HPN, a HRAT ER, ERRAR IR 线 方向 (或 坐标 方向 ) 
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WERKE. WE (8-3) 式 可 求 得 裂纹 扩展 的 能 量 释 放 率 ， 

35， 边界 积分 变 分 原理 

在 变形 周 笨 内 部 任意 分 割 的 元 素 V。 内 ， 当 待 解 函 数 满足 动 
力 平 衡 条 件 (8.8) 式 、 应 变 位 移 (1.15) 3X. EEJI EAE. (1.18) 
式 ， 以 及 位 移 边 界 条 件 〈1.23) R ENAR LEBARA 
界 改 变量 Bn 均 为 连续 函数 时 ， 则 满足 边界 谈 分 方 程 (8.100) R 
的 应 变 、 位 移 函 数 为 有 限 变 形 弹 性 建 论 问题 的 真实 解 。 

结论  ， 边 界 恋 分 方程 〈8.100) SR EGER SEE 边界 
的 力道 积 分 〈 与 路 径 无 关 的 围 道 积 分 ), 若 已 求 得 其 它 项 各 景 ， 引 
此 方程 可 求 得 悄 纹 扩展 时 沿 裂纹 边界 能 量 释 放量 。 

结论 IT 为 了 取得 明显 的 形式 ， 若 Wön=1, H (8.90) X 
(或 (8.95) o "i 


Ne [1 | (ao 一 E-$; ^ (Oritur, i)l jn Jaja: 
I 


Sa 


(8.101) 


e N= [i |a o 


Qu) P^ (Oritur) |ds]at (8.102) 


UR e IR DELTA EER; n t fy K REPRE EC FE) Er, BUB6BEtC2EIK 
率 ， 称 为 N 积 分 。NN 积 分 是 通过 数学 方法 求 得 的 关于 动态 三 维 非 
线性 弹性 理论 的 能 量 释 放 率 。 ROUND: 由 全 积分 可 求 $ 
出 了 积分 。 
结论 丰 : 当 任 意 元 素 Ve 处 于 面体 内部， 其 边界 为 Se 一 So U. 
NP TELERITE (8.100) 式 变 为 
Nar 一 ra 十 Nos 十 Jar 一 0 (8.103) 
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N, -ft [ca —K) — $4 (shu olana ] nas ]at 


Juk — |^ = 
+ at Maga do 一 0 f (8.104) 
其 中 
@uí£(t,)—Šuk(ta)= 0 
”NN 积分 为 
= 让 BA 

| n= fef K)- ŽA (On tus, lius a as]at 
-- e Jur D 

uL Gus.)| do (8.105) 


落 略 去 某 些 条 件 ， 方 程 (8.104) 式 就 化 为 中 括号 中 所 提 出 
的 某 类 积分 形式 "1。 


8.3.2 裂纹 扩展 中 的 稳定 性 分 煌 


外 于 裂纹 扩展 的 原因 ， 固 体系 统 的 总 能 量 的 变 分 问题 是 一 个 
可 动 边界 的 变 分 问题 ， 利 用 机 动 边界 的 变 分 理论 求 得 能 基 泛 项 的 
一 阶 变 分 与 二 阶 变 分 ， 然 后 基于 裂纹 扩展 的 稳定 状态 与 临界 状态 
可 求 得 裂纹 扩展 的 临界 条 件 。 

1. 次 形 固 体系 统 的 总 能 量 

在 外 界 因 素 的 作用 下 ， 直 于 裂纹 扩展 的 原因 ， 而 体系 统 的 总 
L3 v 


Fala)= [| [| t4«(6 0 - KG. 20329 
Vc) 


n I Piu:(és,a)dt:} dt (8.108) 


S17) 
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利用 坐标 变换 《8.1) A WZA (8.106) REIA BER 
分 域 表 示 ， 则 有 


FG) [e tA Kes,0)Il lado 
时 (8.107) 


其 中 1 与 1 了 :| 为 雅 各 比 行列 式 〈6.10) 式 。 
2. MNUGEG E XE 
. 能量 泛 函 的 一 阶 变 分 在 前 面 已 经 进行 了 详细 的 论述 ， 不 过 前 
面 是 把 固体 系统 分 着 成 有 限 个 元 素 之 和 的 形式 ， 与 这 里 对 轿 体 系 
统 的 整体 分 析 是 类 同 。 斑 此， 这 星 主 要 介绍 能 量 泛 函 fj — Br 3 
分 。 
i£; (8.107) HOBEA ; 


er S E: (4,—K) I | 


i d E -O2- 7i] do 
a=0 


+(Peu) 2- NTa] Ead 


=; ak MII PA dessdert 


4.234 ÔU ÒN, s — OU bi, de 
gei; 


xps (Bi us 18s) I 
Y š ' 


+ 655 


于 52 — (Av— K)6x, | (x), ide 
dx; 


iG ELB), 30,7 020.90. 


= [ (Ba) x), ads 


LE 


— [Pata (aa) 7 020.420, asi ds] dt 
za kx 


—2 | po Bu, i do | (8.108) 
stb BE Par B WEAR. 

利用 下 述 条 件 可 将 (8.108) 式 化 简 ， 

(1) 在 一 阶 恋 分 为 零 的 条 件 下 ， 待 解 函数 满足 动力 EEY 
程 与 力 的 边界 条 人 5 | 

(2) Bur(f1)=8ur(ts) 20j 

(3) 6xi— un 

(4) Bu, —0u,,0, BIBLE I d A SEP REUS DAL f E 
泛 函 产生 的 变 分 。 | 

TUR MEA (8.108) 式 可 化 为 


à =L | PA cen. NS. 
aF ; N ji des (ei) m Ekr), nOXmÜXa 
Aes d) s (uz, ) nxm Dis 
gei; ， 


—p(u n (usa) sor Bars |do 


- €86 ， 


+2 ca -Re 
l: l 

一 ?由 Penarseards 
81 


—2 || Puce csas] at (8.109) 
81 L ° 


其 中 


= 一 3 3v ðw (8.110 
£1—(8xi),i àx T ay ur ( ) 


£2— (xi), (0x7) ,i— (Öxi), (x), 
9" Iv | 9v Iw OW IU 
dx 9y Gy Əz Gg Ox 
.9u gu do dw 9w du 
dy dx 3z dy dx Oz 


I 
=ErrEyy HEyyess FE rer =g te. 


a ES (8.111) 


Eat =Ejj FH Ere 
(Ess =Epyt Ess) (8.112) 


Eat EE jEkk — ESRERS (8.113) 


(sce mte.. — e. twt) 
(i,j,k 互 换 ) 
式 中 et 与 ss 为 转动 不 变量 。 
3. 裂纹 扩展 的 稳定 性 条 件 
TE f$ EL ORC — Wr EAE bie EBI, SISTERS 
裂纹 扩展 中 的 稳定 条 件 与 临界 条 件 。 因 影响 裂纹 扩展 的 因素 很 
多 ， 关 系 也 很 复杂 ，、 下 面 仅 就 明显 的 情况 进行 讨论 。 


(1) 稳定 性 条 件 
2481220, E2290, 851790, &41770RT, M 
38'A 


EPHEPIM (ei), m(&ki),nOXmOÓXa 


+24 (ur, i), m (uz, j), nX mxn 
— p(us, B. m (ur, 41), a0XmQXa 0 
D AÍ = Kx; ] eid 
Ll 


— k aids 0 
8: 
]a.-20: do [ Pace, ids 0 
xc — 49) 3 02 DC" RE SE I a E Pe A E. 


(2) 稳定 载荷 参数 I ` 
P =k Pi, HP. 30 H (8.115) 式 得 


fe e t] 


Ph, e 
[m j;0xj€£ aids 
TERZI mmus exc. 


(3) 稳定 载荷 参数 了 
XiPo-kPu. HPH AWA., s (8.116): 


|a. —K)ssdv 
Pi < 了 一 一 
[udesa 
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(8:114) 


(8.115) 


(8.116) 


(8.117) 


(8.118) 


这 是 裂 八 扩 展 时 的 稳定 载荷 参数 之 二 。 

在 实际 问题 中 选取 两 者 中 的 小 者 为 稳定 载荷 参数 。 稳 定 载荷 
参数 PI, 是 关联 结构 体积 变形 因素 的 参数 。 稳 定 载 H S APH 
关联 结构 的 形状 改变 因素 的 参数 。 

(4) H€ 269 

MeO, 83750, gsr220, 6412508), BW 


81A 7 
2ei58ei (eiz) m Ces ) 0x mOxn 


+ Š LA 2 Qu, i9,n(us, 4), 45x nBxa 


I bo HE (8.119): 
ere (A. K)&x; s.d 
dx; 
L4 
-[» iu1,;8x j£31d5—0 (8.120) 
Bi 
Ja- sss [Pcr (8.121) 


4a D RR KE UO ca: 
(5) 临界 载荷 参数 1 
PSRP, APL ANE H (8120) 式 得 


2 
fla, (Aa K)8x; ede 
Ph-— 


DEAE (8.122) 
[uesdxsesids I 


RERA Pen) M ARES o 
(6) arsa a 
#P=k: P3, A RA. E (8.121) 式 可 得 
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由 -Resan 


P$h= =a == == (8.123) 

Jenseits 
BOR DE RE I os PERLE C — e 

对 于 实际 结 物 工程 问题 选 两 者 之 中 小 者 为 临界 载荷 参数 。 

4、 异 纹 扩 展 的 稳定 性 定理 

在 待 解 函数 满足 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 满 足 变 
分 方程 (8.124) 式 的 应 灾 、 位 移 函 数 使 裂纹 扩展 处 于 稳定 扩展 状 
态 (或 临界 扩展 状态 )， 可 由 (8.117) 式 (或 (8.118) 式 ) 求 得 
BERSA H (8.122) X (或 (8.123) 式 ) 求 得 临界 载荷 
参数 。 

82 F,20 (8.124) 


8.3.3 ZA P do E 45 (S tt) 的 寿命 计算 公式 


1， 基 本 条 件 
ZU Eb ERE] CERE) 的 寿命 计算 公式 是 急 待 解 决 的 
一 个 二 分 复杂 的 河 题 ， 根 据 下 列 条 件 来 建立 海 命 计算 公式 ， 
(1) 又 纹 扩 展 中 的 能 量 泛 函 的 变 分 问题 是 可 动 边界 的 变 分 
问题 ; 
(2) 裂纹 扩展 的 临界 状态 为 
oF.—0 
52Fa 一 0 
的 条 件 成 立 
(3) 型 纹 扩展 的 临界 速度 系 指 临 界 裂纹 扩展 状态 中 所 对 应 
的 动能 中 的 速度 。 
革 于 上 述 条 件 ， 在 待 解 函数 满足 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 由 
* 660 ° 


8*F, 二 0 式 ， 可 求 得 裂纹 扩展 中 的 临界 条 件 ; 然后 根据 临界 条 件 
可 求 得 临界 速度 ;再 由 临界 速度 求 得 裂纹 扩展 时 结 物 (或 构件 ) 
的 寿命 计算 公式 。 

2， 洗 命 计算 公式 

寿命 计算 公式 是 假定 裂纹 尖端 的 扩展 速度 为 临界 速度 时 ， 
求 得 的 结构 (或 构件 ) 的 寿命 计算 公式 。 

根据 (8.108)3X, EZA (8.107) 式 二 阶 灾 分 的 一 般 形 
式 为 


erc LP ra das 
DU 


+a [ša — SK)e do 
! 


+2 [ACA —K)edv 
v 
— [J Cp)as—2 [e (Pine sias 
EZ $1 
— || (puesras) di 
81 
一 人 (4 一 Ko 一 Ko 一 Ki 一 Poo)at=0 (8.125) 
其 中 m : 
iml [ras tB Ave rA vedo (8.126) 
f y 
Ka =l [] ret Ke, T2Ke s )do (8.127) 
v 
Koc 58Ket+20Kiee (8.128) 
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K,=Í pur, Uk Eat (8.129) 


Pa [| (62 Bai 28 P eus 

` +9PugaÍ | ds A (8.130) 
SuPlim(A-0)— A, A 可 为 包括 裂纹 尖端 在 内 的 任意 元 素 的 区 
域 ，5S1 为 已 知 力 Pt 的 作用 边界 ， 人 为 含 裂 纹 尖 端 区 趟 。Kin 表示 
裂纹 尖端 点 的 动能 改变 董 的 度量 ，K; 表 示 裂 纹 尖 端点 的 动能 的 度 
Bb e 表示 裂纹 尖端 点 的 体积 改变 量 的 度量 ， 其 计算 公式 与 1 
一 ff; ea K 示 和 裂纹 尖端 点 的 形状 改变 量 的 度量 、 其 计算 公式 与 

DE mp 
当 待 解 函 数 满足 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 时 ， 由 方程 《8.125) 式 

得 
K,— A;2— Kan —K;» — Pan I (8.131) 
Tp, (ura)ei= Aun Kan Kin Pan 


所 以 
muf (Ass - Kon — Kin Pan 站 
式 中 Ux, 为 临界 速度 。 
EM 


uam e (her Ras - Kis — Pan )|? 


可 得 


T= fa i CM A 
[;2 (Ae Ke Ke Pas )r 

(8.132) 

ERARA TEPE (RA) 的 寿命 计算 公式 I. sÇ h L. 

为 裂纹 的 初始 长 度 ; 于 一 上 .为 裂纹 扩展 的 极 根 值 。 工 :与 工 * 可 由 
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结构 (或 构件 ) 的 工作 状况 、 材 料 的 物理 力学 性 质 等 因素 确定 。 
r 2 
(dL)?=(dx)*:+(dy)?+ (de)? 
一 (dai)2 十 (dus)2 十 (dus)2 


则 aL-[ie(22)' (S) Hans (8.133) 


du, 


将 (8.133) 式 代 入 (8.132) 式 ， 可 得 


sms POI y Jas 
"| (As — Kan Ki — Pss 站 


其 中 #o 为 沿 z 方 向 裂纹 的 初始 长 度 ! ze 为 沿 z 方 向 裂 食 扩展 的 极 
限 值 。 

若 裂 纹 扩 展 过 程 比较 绥 径 时 ， 动 能 改变 墅 的 度量 H E (Kin 
二 0)， 则 公式 (9.132) 可 简化 为 


mo 人 


pe 


A (8.134) 可 简化 为 


pe pelit Ge) a T 
“0 (Ae Ker]? 
53， 寿命 计算 公式 | 
当 伴 随 裂 纹 尖端 点 的 扩展 是 一 个 区 玻 @ 时 ， 建 立 兰 命 计算 公 
式 工 ， 则 有 | 


r= [a= Teei EN 
^ oed 


(As Ke - Kos P.) | 


(8.134) 


(8.136) 


(8-137) 
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MEC 


Ja E (ass Kon sm. 


式 由 
an a 2n LL Ao 1-284564 -2Ào62]dv 
"y-e 
Ks d. [|P K+ zbKe i +2KesJdo 
y-o 
K. =1 [š Ka cox uei sao 
m 
其 中 


K. = S [peu G Deis a2 
2 9 
=l y (Ur, DICER offerse ] 
= (us) (ue) me 
ma [|o «an 
Q 


4. 寿命 计算 公式 下 


(8.138) 


(8-138) 


(8.140) 


(8.141) 


(8.142) 


寿命 计算 公式 TI、 工 都 是 从 整体 出 发 建立 的 。 现 在 从 局 部 出 


发 建立 寿命 计算 公式 。 
O) 变形 三 体 的 总 能 量 


已 知 (8.106) 式 是 园 体 系统 的 总 能 量 , 现 将 其 表达 式 化 为 另 
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外 一 种 形式 。 
当 SFs 王 0， 则 五 ;= aty1y， 以 及 考虑 到 裂纹 扩展 时 能 量 ZZ P 
的 改变 量 ， 则 有 


:| [aolsds]~0 (8.143) 


5» 


由 此 可 得 
l ll Pauds(tc)| 


GD 


=š: [| III (Could)as(t)+ [Co Das] 


git?) 
=ô: | [ Cossu), sde (£4) (8.144) 
vi») 


TIR (8.144) 式 可 把 《38.106) 式 化 为 
FG) 7 f rasesn- kso 
F9)» 


—(ouui) Javé) Jt (8.145) 


利用 坐标 变换 (6.1)》 A WZA (8-145) 式 化 为 用 国定 积 
DRRR, MA 


FG) [^ta KG ono, |J |ào]àt 
(8.146) 
(2) 能 量 泛 函 的 二 阶 变 分 
已 知 
. 685. 


ePi (f os —K-(9:u),5)J] 


£29 (A 7 K-Guu),0 2. |4| 
3a Ja 
Ab RE du) 5) a. IJ: | do Ja: 
, ag? ' ' Pas 


=; {We (8Ao 二 2e15Ao 十 2Aoes) 


—(82K-F28Ke,  2Ke5) 


—(B2 (acu, 28(0:)4) rel 


+201), se2)]dv} dt (8.147) 


Xe rk gr 3E Ag SE Bytes 3k, RAGB. 147) 式 中 ， 并 令 
其 值 等 于 堆 ， 便 得 


à f; " j 
eiF- |” {As Ks —k—P, a]dvjdt=0 (8.148) 
y 


于 是 得 
Apn— Ks—K—P,n=0 (V) (8.149) 
其 中 
Aim :24 十 。 ISA +A (8.150) 
= 1 3° £18 T 
Kan 25) K+ OK (8.151) 
K — ous, tea (8.152) 
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Pya— 1 8(0:u), HEB oim), (00, (8.153) 
282 £2 


将 (8.152) 式 代入 (8.149) 式 ， 可 得 


S pu i) (s) = Av — Kon— Pon (8.154) 
EA a= 3L. (8.158) 
Ut, 


将 (8.155) 式 代入 (8.154) 式 ,得 


(8.156) 


zl "m A» (i kc Jf 


GA 
(dL)? — dx? +dy? +dz? — dui 4- dui + dut 


上 式 可 化 为 | 
zu JG) «m ) ] fas, mi 


"k = =a. 


"s [: Av oot B 


寿命 计算 公式 下 (8.156).(8.157) 式 是 根据 方程 (8.149) RE 
区 域 V 内 任意 点 都 成 立 的 条 件 下 建立 的 ， 利 用 这 个 公式 计算 结构 
(或 构件 ) 寿命 值 是 很 方便 的 。 

5. LIC CE DI IIS 2 

TRARA ROBAR] GRF) 的 寿命 计算 公式 ， 可 化 
为 循环 次 数 表示 、 即 为 

N=T N < N. (8.158) 

其 中 人 为 由 前 面 公式 中 求 得 的 寿命 值 ， Ne 为 单位 时 间 内 循 环 次 
数 ，N。 为 极限 循环 次 数 
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88.4 ”塑性 流动 理论 范畴 的 断裂 
分 析 的 变 分 问题 


8.4.1 概述 


关于 塑性 流动 囊 论 范畴 揭 裂 纹 扩 展 是 十 分 复杂 的 过 程 ， 本 质 
上 是 非 线 性 非 平 衡 沪 热 力学 问题 ， 但 目前 在 这 方面 研究 成 果 共 
微 。 在 裂纹 扩展 中 ， 塑 性 流动 理论 方面 的 变 分 问题 的 能 量 泛 函 ， 
当 满 足下 列 条 件 : 

(1) RaT ENEAS, 

(2) WEX EIL (ES)JIT MAR AE E, PULDOGCRUI ERES 
HUE CUIR, 

(3) WEXEjt--at, 57H EOS 4 五 ;， 体 积 力 增 量 为 
dF; EHE Adu, JtB BEA EXER POP; SPEI 
微 ， 

(4) 应 力 增 其 与 应 变 增 重 为 线性 关系 ， 

(5》 应 力 函 数 满足 届 服 条 件 时 ， 

可 以 玫 示 为 (8.159) 式 的 形式 。 


8.4.2 RU PEE E GE) 


|. 变形 固体 系统 的 能 量 泛 函 

将 固体 系统 分 市 成 有 腿 个 元 素 之 和 ， 击 于 裂 余 扩展 的 原因 ， 
国体 系统 的 总 能 量 为 

Pix E | cascos aucun, 


dei;(£x,a)) - KCéc, dui (ei, a)) dv (25) 
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_ I dP dus (6a) ds(4:) ]dt (8.159) 


£g (00s, 2) 
其 中 
E Ap — A(dei)) -áPidui (8.180) - 
Alder) H (1.66) 38, 
利用 坐标 变换 (6.1) sk. Jmitik(8.180)5k (Ls AAE 积 分 
Bm. WA 


Pie xf ieee) dutena) ders (xa 
e Ej aao. i, a) 


—K(£(a).dui(£i22)]!J | dv 


- f dËidui( Er, a)| Ji |ds}at (8.161) 


Bans, 


其 中 1 与 1T+| 为 雅 各 比 行 列 式 (6.10) 式 。 

2. ERZEKE 

报 据 可 动 边 界 的 变 分 理论 ， 泛 函 (8.161) 式 的 一 阶 变 分 等 于 
零 的 形式 为 


M " dá d) 
lim 2 J [| SG), 


Tdfi—p z awo) štauoas 
` ute (PAn) 
«To Kader I (des) l; (ano ds 


A [sta A L,—dP.)Bau + Ps as]at 
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-xf pdu) Cau) | j| (8.182) 
其 中 
i dP»—(A,—K)6n—(dPiduibxi).;.i (8.183) 


若 在 元 素 VYe 的 边界 8S。 上 ， 当 上 = 旺 和 :一 如 时， 用 5 (du) = 
5(Cdzai) 一 anaz 代 之， 则 变 分 方程 (8.162) 式 变 为 


bbs -ES-N (EE), tàFs 
—p* gt Guo IE 


RJ dun, 2 À (deo) 1 Tg 
T K) aus A (dee bands 


dA Qe) 
Hd du ds 


SAC 


T T [aP 一 (NE 


:] 
-aP )du nön jás]at 


eee aC du) | E 


|ti 
à 3X au, an " do-0 (8.164) 
231p t 
gi (8.164) RTTA, uem PERPE BmEEABE. E 中 一 
Ti 2r 2s DX E X pb 25 Br RC CE IE REA, 另 一 部 分 是 由 积 
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分 区 域 的 变动 而 产生 的 变 分 。 裂 纹 扩展 的 能 旺 释 放量 即 通过 积分 
区 域 的 痰 动 使 能 量 泛 函 产 生 的 变 分 来 计算 。 

就 从 恩 体 内 部 分 割 的 任意 元 素 而 将 ， 在 元 素 内 部 待 解 歼 数 满 
足 动力 平衡 方程 (8.9) 式 、 应 变 增 量 与 位 移 赔 量 (1.64) 式 、 应 力 
增 量 与 应 痰 增 董 (1.66) 式 、 位 移 边界 条 件 (1.70) 式 ， 在 元 素 边 与 
上 位 移 增 语 遂 数 与 边 漠 区 域 改 变量 5n(8x;) 均 为 连续 函数 时 ， 则 
变 分 方程 (8.164) 变 为 


N, =f s| [a —K)— du 24, TOR ; |8nas 


«TES pue 


: JA. [oes Hap anode 


+ oon Chan) 


8403; 


-g a desa "a 


ty 


eL Alu, (du; ðn” dv —0 (8.165) 


U) 3635389, L, 5Cduo) Pr 时 ,网 
方程 (8.165) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
3E UR LEES os 上: 
ET _ Alders); 
Nee =J o J [fast ae ee DN 


(XA - K) — dus o. L)... f , Jonas]: 
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L. IK lea 2 si 


-(8469:0.1,), = ,adunDas]dt (8.166) 


2A (dei) gA (deiz) 
SAU, Sapto eer lc e M 
3 A(dei;) 


Nas JI |( ((Ao 0 — du EU L), $,,*0 
ab 


2 wy 9A{de:;) 
((A« 10 7 全 和 | ënds|ai 
(8.167) 
EWR W Sar ki 


Nus "ad [(A-K)- du, PA der) l; ] 5nds }dt 
ab 


| (8.168) 
ERUR Sas 上: 
Sps — fà A(deij) 
Nose, Ja | aes - ( od jj H l; — aP .)ëuesën 
JA (dei) : 
+(° De ë l; — àP.)&Cauc) Jas Jat (8.169) 
关于 动态 项 ， 
Np, = -]^*$ aldu) a (du SIM 


+ fo POND dod CEN de (8.170) 
v 


Zit—i, t—t$Bf, Oui(t;)-01(t;)—0, FEK 


"672。 


ts 
Noa -H» aldu) (au;,,) dn i de (8.171) 
Va 


(2) XEXEXX ILES E, Aldu) 8n (x HOS, H < 
dius = dR: 
Hi VL 
8(dui) - dR, px = dRi, On 
于 是 ， 方 程 (8.165) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
在 元 素 边 界 Sob a 


No,ao = x | r [((A — K)4- (Ren — duc 


ao 


23A(dei;) afg s= eb o: 
EC L) s, ra T (Ao CO GR s— durn) 


2A (deij) Š 
Sect Jis NIST (8.172) 


TEC ALIS a L: 3 
Naran =f J [CA - K) Ré — duna) 


2 s NV: 
Fa) l; ] snasja (8.173) 


ERRAR Sa 上 : 
Nors, afi T [AP + Gs dusa) 
* Sa 
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Alders) 
Ga d uar :)ònļas}at (8.174) 
头 于 动态 项 ， 
N. = | o? 6949 alau) | av 
y n 


a 
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Š E 
[159695 (aui, yn PL (8.175) 
Va š 


”车 t= t=tz 时 ，5ui(t1) 二 Bui{ts)= 二 0， 则 有 - 


Nə =s diu cio ön "de (8.176) 
at n 


Va 


于 是 方程 (8.165) 式 可 写 为 


Ns— Nop,as + Np,es TN. + Ny, = (8.177) 
其 中 Nr,cs 为 裂纹 扩展 时 沿 裂纹 边界 法 线 方向 《或 坐标 方 向 ) 的 
能 量 释放 量 。 


š. 边界 积分 变 分 原理 

在 变形 周 体 内 部 任意 分 割 的 元 素 Ve。 内 ， 当 待 解 函数 满足 动 
力 平 衡 方 程 (8.9) 式 、 应 变 增 量 与 位 移 增 灌 (1.64) 式 、 应 力 增 量 
与 应 变 增 量 (1.66) 式 、 位 移 边界 条 件 {1.70) 式 y 在 元 素 边 界 上 位 
移 增 量 与 边界 改变 量 On 均 为 连续 函数 时 ， 则 满足 边界 变 分 方程 
(8.177) 式 的 应 变 增 董 、 位 移 增 量 为 塑性 流动 理论 间 题 的 真实 
解 。 
结论 1 ， 边 界 积 分 变 分 方程 (8.177) 式 是 任意 选取 的 元 素 边 
界 欧 围 道 积分 (与 路 径 元 关 的 围 道 积分 ), 若 已 求 得 其 它 各 项 ， 由 
此 方程 可 求 得 裂纹 扩展 时 沿 裂 纹 边 界 能 量 释 放量 。 

结论 了， 为 了 取得 积分 的 明显 形式 , 若 取 Bn 二 1, 由 (8.168) 
式 (或 (8.173) 式 ) 得 

N =f Il [A-O du ED Ls asla: 


32, 
(8.178) 


N-[71 || [aa —K)+ (ÓRi,s — dus,s) 


Sah 


.674 。 


.9A(dei5) ,. I 7 
A L Jas Jat | (8.179) 


这 就 是 沿 裂纹 演 界 法 线 方向 单位 长 度 的 能 量 释 放量 ， 即 能 量 释放 
率 ， 称 为 NN 积分 。N 积 分 是 塑性 流动 理论 问题 的 动态 三 维 条 件 下 
HERRAZ., 

结论 置 ， 当 任意 元 素 V .处 于 同体 内 部 ， 其 边界 为 $s 二 SasU 
Sar， 十 是 变 分 方程 (8.177) 碟 灾 为 
el Ns=Nyp,as Np, anr Np, =0 (8.180) 
Ns=| “( [a -m- dus, 2A Aes Ls|önds}at 


Sa 
+ cau: òn 网 dv--0 
ya 


其 中 S(diis(t;)) -8(dui(t;)) «0 
人 积分 为 


we [n s «Men Jua 


2 (dui) h 
ur (du,,) do (8.181) 
4 


8.4.3 裂纹 扩展 中 的 稳定 性 分 本 


由 于 裂纹 扩展 的 原因 ， 固 体系 统 的 总 能 量 的 变 务 问题 是 一 个 
.可 动 边界 的 变 分 问题 ， 利 用 可 动 边界 的 变 分 理论 得 到 能 量 泛 函 的 
一 阶 变 分 与 二 阶 变 分 ， 然 后 在 裂纹 扩展 的 稳定 状态 与 临界 状态 的 
条 件 下 ， 求 得 发 纹 扩 展 的 稳定 性 条 件 与 临界 条 件 。 

1. 变形 固体 系统 的 总 能 量 

忠于 发 纹 扩 展 的 原因 ， 固 体系 统 的 总 能 量 泛 函 为 
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Fro) = [| taste dus, a) abso 


— K(£i(a) dui. (£i.a)) ]dv(£9) 
— I| dP iha (£i a) ds (66) dt (8.182) 


. S7) 
式 中 
Aso A(dei4) —dPidui (8.183) 
Ar A(dess)250.66) XX. | 
利用 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 (8.182) 式 化 为 用 册 定 积分 域 
表示 ， 则 有 j 


Fola) =| ra tsG ausus dense) 


—K(£i(a), duc (84,a))]|J|do | 
- [[tapsautec 20112428] (8.184) 
RPI S Js DER HE ERIS (5 10)58. 
NE CTI II 


Fm rE da Bat CEPR ELTE. 
WÉ 312 8(8.184) 式 的 二 阶 变 分 为 


EUM RU a, 
B, = ANVERS K)J| 
3 8. 3? 
*23- (A -I02. J| KS -K) 27 MIL. do 


RS A doe 
I Fg (dPidu) 5 Ti 
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a: 
P du), Ud]. ds}dt 


if^ 22A 
=l RTE e yasaq 


— pbi, Bus,, do 
J 


i; Į [oo) + e, CA I9 
(oxi) «do 
+2 [As Oak «a 


—(5x5),«(5x:),5]d9 
—23 [ (95.6201, 2-sds 


一 2 [ap at6925. xe), h 


LEN 


= (z) CHEN às dt 
kat 


一 2 Toon; dv (8.185) 


svp i Bed P du WE x. 
利用 下 述 条 件 将 (8. 185) 式 化 简 : 
(1) (8.185) SUD RO 38148 a WERE ERU Aa 
(2) &(dux(t)) S (dus(t2)) 05 
(3) 8xi-— dur 
(4) 8(dui) -6dus, 0, MAERT EEA 使 
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能 量 泛 函 产 生 的 变 分 。 
于 是 二 阶 变 分 (8.185) 式 可 化 为 


Fr = sU 9^ A(deu) (dei) m Cdi) nx m Óxa 


alder aldere) 
mr | 


Ë 2 [e se]: 
r 2 || (4 es 


-— Jar dui) jòxse aids 
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一 了 || aP: dug st às] at 


其 中 


e= (Oxo), 2n) 499) aldu) 
£5; (5xi),i(5x5),4 — (Öxi), CBI) se 
— (aw) (de) , (dv) law) 
ax gy 2y az f 
2 (dw) Ə(du) _a (du)ə(do)_ 
dz ax ay ax 
- 9») Ə (de) 2 (de)Ə(du) 
ax gy Bx 9% 
Ca) a des) 
gx 


Med 
在 塑 竹 状态 时 ， 体 积 改变 量 为 零 时 ， 刚 有 sl 一 sai 一 0。 
» 618 ` 


+ 


eaim (5x5), s+ (xr), = 


(8.186) 


(8.187) 


(8.188) 


(8.189) 


(8.1980) 


ME LEM TUE 3 12 
TE FERE iR CU R — Ip e 43 29 SE PAR F, PHOT FO, WR 
得 裂 竹 扩展 的 稳定 条 件 与 临界 条 件 。 影 响 裂纹 扩展 的 思拓 很 多 ， 
关系 也 十 分 复杂 ， 根 据 (8.186) 式 可 得 一 组 明显 稳定 性 条 件 。 
(1) REER IF 
346,0, E5670, £€3220, >00 M] 
I A(dei;) t 
Ber) 2 dery rde), . 
— puis) mut, 290 (8.191) 
aya ae [apa aso (8.192) 


这 是 一 组 明显 的 裂纹 扩展 的 稳定 性 条 件 。 
(2) 稳定 载荷 参数 : 
#dP: =4P.,ki, 及 dP- 为 常数 时 ， 出 《8.192) 式 得 
Ta 02 


aP,; ai neri (8-193) 
Ridaisyids 
8; 
这 是 裂纹 扩展 时 的 稳定 载荷 参数 。 
(3) 临界 条 性 
Mjei;285:—0, g;+2>0, g ,:2>20Bf, Mi 


Ə'A(de¿) _ 
Ses, )à(dev)) a S 


ECTS (8.194) 
ao—R)esao— CaPidu)esds=0 (8.195) 


这 是 一 组 明显 的 裂纹 扩展 时 的 临界 条 件 。 
* 679 > 


(4) 临界 载荷 参数 
dP = kidP,,, "ma B. 195) Af 


[amena 
- ui F x š; 
ap,, =, m (8.196) 
aaa £ ,ids 
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x RE SR B p p s PI RUE 3, 
4. FHikil E 538 = HESS 
. TEFEREIS ECUN IE BE BE TZ GR E) — Hr AE EGET PR fF F, EUROS 
分 方程 (8.197) 式 的 应 变 增 量 与 位 移 增 量 函 数 使 裂纹 扩展 处 于 稳 
定 状 态 ( 小 于 ) 或 临界 状态 (等 于 )。 
稳定 载荷 参数 与 临界 载荷 参数 ， 可 分 别 由 (8.193) 与 
《8.196) 式 求 得 。 
56? F»2z0 (8.191) 


8.4.4. REA JR p 6525 MCUBLHO 169A 


1. 基本 条 件 

根据 下 列 条 件 建立 裂纹 扩展 中 的 结构 (或 构件 ) 寿命 计算 公 
5 

O) 裂纹 扩展 中 前 能 量 泛 函 的 变 分 问题 是 可 动 边 异 的 变 分 
问题 ， 

(2) 裂纹 扩展 的 临界 状态 为 

BF»—0, 8!F»—0 

(3) Zt Wy RE REGE k ESL" RU i 
应 的 动能 中 的 速度 。 

2. 海 命 计算 公式 T 

假定 裂纹 尖端 的 扩展 速度 为 临界 速度 时 ， 所 求 得 的 寿命 计算 
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公式 。 
fib IE PR (8.184) 式 的 二 阶 变 分 ， 在 el: 一 sa 一 0 的 条 件 下， 
”根据 (8.186) sk up TE SE RETE ER I] — W AE AE AE EO 29 


~ I fla Er 
F? = fae A, —8? K)dv 
T2 ca 062 
y 
— [ 8: caP duds = | aPituo E At às ]àt 
$; 


=| (4 一 Ko 一 Ki 一 K, 一 Pa)dt=。 (8.198) 
I | 


AF 

Aap =L [A+A ede (8.199) 

¥ 
Kap = [Gs +o Ka, av (8.200) 

V 
K = x tK, (8.201) 
K, = Lou, t Hv, 24 (8.202) 
Pas — 1 || (8taP,du 2dP due (ds (8.203) 


E] 
ta 


式 中 Ham(A 一 人 ) 一 A，4 可 为 包括 裂纹 尖端 在 内 的 任意 元 素 的 区 


H, Sp EB MIP EH un, Q'ASA E, H E 
T X 8 Bio 
ACER IECUR JU * 阶 变 分 为 零 的 条 件 时 ， 由 方程 (8.198) = 
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K,—A;;—K,p—Ki-—Pas 


故 

puis m Ass Ka» 7 Ki — Pa 
所 以 

i, =Í 2 (A. —Kao— Kip— P.) |? (8.204) 

p?21 
Bm, =b, 则 
dt = dL. (8.205) 
Ut, 

将 (8.204) 式 代 入 (8.205) 式 ， 经 积分 而 得 


T» =| .at -| D EE 
| 过 -CA 一 Ko 一 Ko 一 Pas)| 
(8.206) 
上 式 即 为 裂纹 扩展 中 结构 〈 或 构件 ) 的 寿命 计算 公式 [ ， 式 中 符 
号 含义 同 前 。 
# 
(dL)? — (dx)*-F (dy)? - (de)? — (du)? 4- (dus)? + (dus)? 

pu 

ato =i +) + CE) Trace ea 
将 (8.207) 式 代入 (8. 206) 式 得 


nefi DAGER GE aa 


EA (Aus — Kaop— K ir — Par’ JC 
(8.208) 
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车 询 纹 扩展 过 程 比 较 缓慢 ， 这 时 动能 改变 量 的 度 EK; =0, 
于 是 48.206) 汇 可 化 为 


E A Bs MET 
vx ucucci Se aM 


(8.208) 式 可 化 为 


tty) tray) aa) 


[,2. Che 7 Ko P): 

(8.210) 
š. 寒 命 计算 公式 I 
仿 定 信 随 异 纹 尖端 的 扩展 是 一 个 区 域 8 时 ， 考 命 计算 公式 工 


为 
T» =f; dL , 
[nis Ceo Kap Kei por) |* 
(8.211) 
(s Ju 9(d u4)y*]$ 
Te = eg |， P G T 2) | 
j: i "aue Kap — Es Por] (9:249) 
XB 
Aa =+ [| Aere (8.213) 
Kap =} Ü cz+skesas (8.214) 
| yip 
K»» = |a: Kma (8.215) 
al 
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其 中 "E 
Kn = [foc (Desa 


—L(ust)(unt)ma, (8.216) 
Mop = [bz »üQ 
fos Š 


4. GEN AS : 

寿命 计算 公式 工 、 工 都 是 从 整体 出 发 建立 的 。 现 在 从 局 部 出 
发 建立 寿命 计算 公式 下 。 

(1). 2E3E PL PC] S BE E TZ f 

《8.182) 式 表示 固体 系统 的 总 能 量 。 现 将 (8.182) 式 用 另 一 种 
ERED. 

WU 

SF? 一 0 
则 
dol; dP: f (8.217) 
B TA EBI EIB B BUEX. WA 


e: | [| aaiaowslsds| =o (8.218) 
8; 


由 (8.217) 式 与 (8.218) 式 ， 可 得 
| Í (dPudu)ds(£:)] 


5102) 


=ə:| [ (doulsdus)ds(s)| 


8 (G) 
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9 | II (doÀl da )ds(&) + ffasistranias] 
32 


S, 


== | [I (30 dui d(O | (8.219) 


Ft) 
利用 (8.219) 式 ，(《8.182) 式 可 化 为 
Fola) =| P(A Eaa) Kna) 


—(do:;;dwui), 7] avti) at (8.220) 


HEREA.) st, WA 2200584128 CE TA 2 R j 
AR. WE 


Fola) =| [tasto a) KC GO a) 


— (do:du:) 4) J| dvlat (8.221) 
(2) 能 量 泛 放 的 一 阶 变 分 
能 量 泛 函 (8.221) 式 的 二 阶 变 分 为 


er, = 二 | A [as (877 00. iJ] 


422 (A, K- (doudu), 2 |J 
Ja Ja 


4A K= Goudu0,) 27. |J àv at 
Ja” g=0 

1 fifth s 
- Arlene 

: V 


— (8: K--2Ke,) — (8? (do du,),s 


* 2 (doidu), ses) | do ) dt f f (8.222) 
AE Et bi r 8 — Dc ae 4r 22 E BU A HIE, BE ER TE RR (8 222) 
趟 的 二 阶 变 分 等 于 零 ， 于 是 得 
ô? Fs =f; ui T PEN K, —K— P, .)dv)t- 
(8.223) 
靶 上 式 成 立 ， 司 得 
Ap 一 人 sp 一 下 一 Pop 一 0 (V) (8.224) 
NL 
| Ais = si Ab Ae (8.225) 
Kyo tK (8.226) 
K=- pui )) (8.227) 
P, p= S: (dossu), s+ (doudui),; 
(8.228) 
将 (8.227) 式 代入 (8.224) 式 中 ， 得 
FP)! = 从 op 一 天 ,p 一 Pu (8.229) 
BA ws -1r, Ti 
4L 
dt= i (8.230) 
B (8.220) 3X:K Hu, 3e EL (8.23005, 18 
.231) 


BS nj Es mji ü 
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za 
(dL)? —(du;)? + (du)! + (dua)? 
代入 (8.231) 式 ， 可 得 
rs "uu SO ur Jaca; 
i [27 K. P) JE 


(8.232) 
根据 (8.224) 式 在 积分 域内 任意 点 都 成 立 的 条 件 ， 可 BEER 
纹 灾 端点 的 寿命 计算 公式 下 。 
5. 车 劳 裂纹 扩展 宪 命 计算 公式 
对 于 疲劳 裂纹 扩展 申 的 结构 《或 榴 件 ) 的 寿命 计算 公式 ， 可 
化 为 循 和 次数 表示 ， 即 
Ns=T>N < N, (8.233) 
其 中 7 为 电 前 面 公式 中 求 得 的 寿命 值 SNs 为 单位 时 间 内 的 循环 次 
žo Ne ARMAK 3k, 


$8.5 里 变 理论 范畴 的 断裂 
分 析 的 变 分 问题 


蜂 变 理论 范畴 的 谭 纹 扩展 的 机 再 是 一 个 十 分 复杂 的 问题 ， 它 
与 构件 的 几何 形状 、 材 料 的 物理 力学 性 质 、 应 力 状态 、 温度 效 
应 ， 以 及 工作 环境 条 件 等 相关 联 ， 是 非 线性 非 平衡 态 不 可 逆 过 程 
药 热力 池 问 题 。 当 今 这 方面 的 研究 成 果 还 难以 做 定量 的 确切 的 数 
学 描述 。. 这 里 仅 根据 稳定 晴 变 流动 理论 来 论述 裂纹 扩展 中 的 能 量 
释放 量 【〈 率 ), 站 纹 扩展 过 程 的 稳定 条 件 和 临界 条 件 ， 以 及 裂纹 扩 
展 时 结构 (或 构件 ) 的 寿命 计算 公式 。 
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8.5.1 Riki p íE X EX GEO 


1. SEE EC ES RE RE E GR 
将 固体 系统 分 割 成 有 限 个 元 素 之 和 ， 出 于 裂纹 扩展 的 原因 ， 
国体 系统 的 总 能 量 为 


FG) {Assays ten 
22r pa) 


lila) iil a))]do(£c) 


一 i, Pin a)ds(£]dt (8.234) 
Salts, a) 
其 中 
A= ÀA(téij)) — Fiüs (8.235) 
Fri oz g 
K= (oii). 
A(8i7) 为 (1.101) 式 。 


利用 上 坐标 变换 (6.1) 式 ， 把 泛 函 (8.234) 式 化 为 用 固定 积分 域 
表示 ， 则 有 


F.Co)= Xi p] aee aea) tC) 


— K(&i(a) ài (£«,2))?| J dv 


— j Pan(toa)|Talasla: (8.236) 
AJI EI: 为 雅 各 比 行列 式 (6.10) 式 。 
2. f£ Biz m 
H nj 53 3 HESE, VZE8(8.236) AW- BE Jy S wË 
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的 形式 为 
-Xfff- [ US 
eom 


+ [Ca — R)8nas + lero 1,8(ai)ds 


fa 


" [ee u- P.C +P. ds Jat 


SaS; 


-[:x = [feee dojat=。 (8.237) 


式 中 
P.=(A,;—K)5ón—(PigiSx;)iast (8.238) 


著 假定 5ai= 0， 即 出 于 加 速 岩 的 谈 分 为 零 ， 侧 仅 考 虑 由 于 裂纹 扩 
展 的 熙 四， 使 能 景 泛 函 产生 的 变 分 。 
EdpXGRV.UDAN E, XXX 


lti) 一 (zi) — üi ,nOn 
成 立 ， 人 237YÀE 28 


ie xf; ]- BE) 


+P — pn Badot [25 50.1, Onids 
2 gitiy) 


+| me Bras 


Ba 
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E E . 
t i& ly P.) Šg; jas 
adis, 


十 | [P.- (25 82- l— P.) ôn las lat 
一 0 (8.239) 
由 (8.239) 式 可 知 ， 能 量 泛 函 的 变 分 由 黄 部 份 组 成 ， 其 中 一 
部 份 为 区 域 辐 定 由 变量 泛 函 的 改变 产生 的 变 分 ， 另 一 部 份 是 由 于 
积分 域 的 变动 而 产生 的 变 分 。 裂 纹 扩 展 中 的 能 量 蹇 放 昌 其 通过 积 
分 区 域 的 变 动 由 能 量 泛 函 产生 的 变 分 来 计算 的 。 
就 夯 体 内 部 分 割 的 任意 元 素 而 言 ， 当 待 解 簿 数 在 元 素 内 部 满 
足 动力 平衡 方程 、 应 力 应 变速 度 (1.94) 式 、 应 变速 度 与 位 移 速度 
(1.93) 式 、 位 移 边 界 条 件 (1,99) 式 ， 丰 元素 边 界 上 位 移 速 度 与 边 
界 改 变量 6n(Bxs) 均 为 连续 前 数 时 ， 则 变 分 方程 (8.239) 变 为 - 


N=] |a: — R) 一 2 和) ba Lands 


JACE) 1,84 ] 
+M 25; l; j ds 


+ [eS Pre 


Sañs) 
ub [Po - (9420 5h -= Pi) Gs) ôn as Jat 
一 0 (8.240) 


0) 若 在 元 器 边界 上 ，8a 与 S45xi) 相 互 无 关 时 ， 则 方 A 
{8.240) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 几 种 情况 。 
ERRA Sas Es 
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N. zak =f (IN |(A。 (2A 1 L) in), so 


-(a-&- (24:0. 1) a. i). -o nds Jat 


| (8.241) 
式 中 假定 (24601, im 2 - (AG lj, 
ij /9ab ij gc 
ERRUR Sanr 上 : 
N.a 2] N [47 k- (02091)... janasjat 
Bak 
! (8.242) 
在 元 素 边 界 $。。, 上， 
N, z sfet, J in - (Q4 t.t, - P.)ai s 8n 
"m DEP po)sarlas)at (8.243) 


(2) ERR AASE, ibus Onr MR Th H 令 姑 一 
， 则 有 
Sdi = Ñ; òx = Bi, 6n 
手 是 方程 (8.240) 式 中 的 各 积分 项 有 下 面 儿 种 情况 。 
在 元 素 边界 Scs E: 
N,,«s =f (A-K + Gt. tin) 
Sat 


2A un l os -(Ao £s 
mE L1, ), - , [oxas]at (8.244) 
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ENR UF Sarb 


并 


e [878 7 es paja 


Sak 2 
(8.248) 

N JA DUE URDC E T L, Jas Jat 
(8.249) 


IC SEE IR BC ULP TE EROS TIRE DERE RU RE CHOC, ED RE RETE 
放 率 。 

.结论 古 ， 当 任意 元 娄 V 。 处 于 辐 体 内 部 ,其 边界 Ss 二 SasU 
Sans 于 是 变 分 方程 (8 241)3 77H 


N. =N, rab Ne,ax = 0 (8.250) 
或 为 
= b _ É JAÇA) a - 
N, fega K BEIA Iba |önds}at 
T2 (8.281) 
NN 积分 为 


N pls a «s ds dt (8.252) 


EXRNTRAZEHEN SOUL ERA ILBB ERE RACE, SSK 可 
化 为 沿 坐 标 z# 方 向 的 能 量 释放 率 。 
8.5.2. RA JP cp RED AT 


利用 可 动 边界 的 变 分 理论 求 得 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 与 二 阶 变 
分 ， 然 后 粮 据 裂纹 扩展 的 稳定 状态 与 临界 状态 ， 求 得 裂纹 扩展 的 
稳定 性 条 件 与 临界 条 件 。 
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1. SEBHER Sk bb RENE 8 
FEF RER F, ETAS ESEE, 图 体 系统 的 总 能 
HZHH 


FG [7| [AG (o Ca...) 


Rito ut brad dera) Mute 
一 T Pis (£i a)ds(£:) di (8.253) 
EL 
Ao — A(t) — Fiti 
AG. 101) 式 。 
AARRE DR WE. SORKAR MERR 
表示 ， 则 有 


F, (a) =a, T7028) 79022923 


— K (EiCo) ti (£a) (66 2))1] jdu 
[eee rien] (8.254) 
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ep D CHEN Co 10) 3k. 
.2. 能 量 泛 函 的 变 分 — 
CEP AERE RETE iU UT . 
fÉ EVE HE (8.254) 式 的 二 - 阶 变 分 为 


hj w 
Mac AI 


+2 2 1 HZ TURSA FAT E 
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a? e 2 2. (Oa). 
[I zoo uas 2 ja (P s) ga (J 4| 
51 


„5 97 pu 
TO), da] as}at 


m i oora TE 、 
2 A déi; abu C00 Q1) 


v 


— 2p ën, Gus | de 
eget), 


+ LES ex, | (8x0, do 


+ 2 [Ao FOL GRO, x), (00,00, de 
-2 (Ppa) Bx), sas 


—3 [east (z, 
8, " 


tE P w BJ Nur. 
利 刺 下 述 条 件 将 (8.255) 式 进行 化 稍 : 
(1) 式 中 的 待 解 电 数 满足 能 量 泛 通 的 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 
(2) 52 一 0，52 一 0 
(3) 6xi;—ui 
(4) 85,6020, Enim erm 0. 


于 是 二 阶 变 分 (8.255) 式 二 化 为 


—(5x,),» (bx), | de] dt E 3(8.255) 


- $85 - 


ò? F, = 了， t k% (66), mlr), OX m Oxo 


— p (ti) m Qr) «Bm Bees] de 


4 JO dv 
y 


一 du is (8.256) 


s. Wim Et NX 

TE TEE HEIC RE B ZEDRITEHESAR 件 F. HOT FO BJ 2 
JE. WI: TE ENDER 与 临界 条 件 。 

(1) 稳定 性 条 件 

356,70, £,:250H], BMW 


Alè: i 


EENET (85), m (Eo) n — oH) mmi), 20 (8.257) 


diae - Peaceurds>o (8.258) 
y 81 : 


这 是 一 组 明显 的 裂纹 扩展 的 稳定 性 条 件 。 
(2) 稳定 载荷 参数 
# Pí =P, k. H.P, 3 3Wšahi, H(8.258) 式 得 


do K)er dv 
Pa A. eru (8.258) 


] een 


LENA ERTH ER SX. 
(3) 临界 条 件 
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TaN e412>0 时 ， ni 


ES (i) (61), a~ p(t), - Cash .-0 (8. 260) 


[| ases ETT (8.261) 
`V KE 3B ES ‘gL - i š, 


yk —#R UB. IRL RENEA A E 
(4) KAREE 
# P =k P.,, AP., 为 常数 时 ， 出 (8.261) 式 得 


[la a— K Je: dv 
d. grecque. (8.262) 


aa. ds 
+ 


这 便 是 裂纹 扩展 时 临界 载荷 参数 。 
.如 纹 扩展 的 稳定 性 定理 

在 待 解 函 数 满足 能 量 泛 离 的 一 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 满 足 方 
程 (8.257)、(8.258) 式 和 (8.260) 、(8.261) 式 的 应 变速 度 与 位 
BEE, EARI ETERS TKR RE. 

稳定 载荷 参数 与 临界 载荷 参数 分 别 得 (8.259》 RM8.262) 
式 求 得 。 


8.5.3 ”和 纹 扩展 中 的 结构 (或 构件 ) 的 寿命 计算 公式 
1. EERE 
依据 下 面条 件 ， 建 立 裂纹 扩展 中 的 结构 《或 构件 ) 的 寿命 计 
算 公 式 : f 
(1) 裂纹 扩展 中 的 能 量 泛 函 的 变 分 问题 是 可 动 边界 的 变 分 


问题 ， 
(2) 裂纹 扩展 的 临界 状态 为 
+ 697 * 


SF, =0, 2F,=0. 
(s) 裂纹 扩展 的 临界 速度 系 指 临 界 裂纹 扩展 状 态 中 动 能 式 
中 的 速度 ,根据 临界 速度 建立 寿命 计算 公式 。 
. 2， 者 命 计 算 公 式 I . I 
AUS C 2C RS ORE SE BE 32 a PL SE FE 38 38 s S da DON 
根据 (8.256) sU nDÉRRE BELT ERU — BEAR 2y EIS 


8*F, -T n HK). 


+ Pala 
rv . 

— 9 [| £s as}at 
$i I i 


=f MAn Kes Ki K Puy (826) 


其 中 
| A. = a (0 (8.264) 
Kac = AG K4-2Ke5)dv (8.268) 
Ks = 8° K, |. (8.266) 


K, =( F pisii )uen= (pti Bi) es 
j = phi i £ z: N (8.267) 
] ea (8.268) 
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VP lina A- 0)—4À, A 可 为 包括 裂纹 尖端 在 内 的 任意 元 素 的 区 
Si 为 已 知 力 ;前 作用 边界 ，Q 为 含 裂纹 尖端 的 区 域 。 


i. SUC 
"PHI UR — EDO ERO A Pe, (8.263) REF 
=, 则 有 mE i u 
I K:= Aa — Kae — Ki, — Ps, . I (8.269) 
将 (8， RAEI, 8i 
pür Hi gs = Áaec — Ka. -Kyo < Pee 
Ü -i " » -( Ase — Kas SKi — Pac) (8.270) 
已 知 临界 速度 为 | 
án = AL 
f f dt 
所 以 | 
tz SHE Ë 
| MER MET 
将 (8,270) 式 代 入 (8.271) 式 ， 则 得 
To =f- ¿ze ia -~- (8.272) 
* me (Aae — Kaem Ki, — Pac) 
pilit £24 


xc EE o S Bep ef CMT) 的 寿命 计算 公式 I 
di(dL)*—(dx)* + (dy)? + (dz)? —(dui)? 十 (dui)* + 


(du,)2, BH 
(dus ) fas (8.213) 
H 


x En + (u). Tugu 


将 (8.2723) 式 代入 (8.272) 式 ， 则 青 


x duz dus T 
x wx I du . : 
T. =f š | MC zie Qu) om _ (8.274) 
8o 1 ` 
LIE Aa “Riga e — Pu, 
pista M id ) 
.699,。 


5， 寿命 计算 公式 I 

若 伴随 裂纹 尖端 点 的 扩展 是 一 个 区 域 @， 下 面 建立 寿命 计 算 
AXI. 

类 似 于 公式 (8.272) 与 (8.274) 式 ， 有 下 面 公式 : 


Ba I P 
T, zin Lu cuu Ab — (8.275) 
$ ib (Ax, — Ke, 一 Knee 一 Po。)] i si 
Dus du; $ 
š; + + du 
T, t L Ou 6 e $i lá _— (8.216) 
On Kae "ku m 
AR 
Au; = L [| Gara seoao (8.271 
C. 
K. =- [aP g +R 
ac 7773 十 2 £3)dv (8.278) 
Fo I 
Kae = ë Kean (8.279) 
”号 
Kn= [ores odo m irm n (8.280) 
2 
其 中 
= 用 cuesoao 
"e 


4， 寄 命 计 算 公式 卫 
寿命 计算 公式 、 工 部 是 从 整体 出 发 建立 的 计算 公式 。 现 在 
从 局 部 出 发 建立 寿命 计算 公式 置 。 
(1) SEI PER ECHO RE S iZ HR 


° 700 ° 


已 知 辣 体 素 统 的 能 诈 泛 本 为 (8.253) 式 。 若 满足 下 面 的 条 件 
时 ，(8.253) 式 可 化 为 另 一 种 表示 形式 。 
己 知 在 8F。 一 0 的 条 件 -下 ， 则 有 


EB;== gisly (S1) (8.281) 
假定 待 解 函数 满足 位 移 边界 条 件 
TUE dis (S,) (8.282) 
在 给 定 的 固定 位 移 边界 S, 上 ， 有 
EE èl faiosstsas] 一 0 (8.283) 


利用 上 述 3 个 条 件 ， 泛 函 (8.253) 可 化 为 
FG) =| 70 D tacet te ets 
YSF 


— K(£ia) ii Ec a) til Eis a)) 
— {g(te a)üiCE ica)),5;uduC£o (8.284) 
MARMER.) 3X, füiziq(8.284) 式 化 为 用 固定 职 分 
RER, MA 


Fe (a) =| PTA Ee) ilna) elena) 


— K(£ia) üi(£i, 0), AlE d)) 
—GuGoa)ioa),1]i dvlat (8.285) 


(2) 能 量 江西 的 二 阶 安 分 
能 是 泛 函 (8.285) 汇 的 二 阶 变 分 为 


aF, -3] a laar e 7o IJ] 


+2 (As 一 六 一 (os 2 |J 


*(& =R — Corsi), 06 i jos 
"sh: 


—(Š* & co R4) — (Bi (oi),s 7 
| 42(0i75) 63) lao dt 


(8.286) 


在 待 解 函数 满足 一 阶 恋 分 为 堆 的 条 件 下 ， 若 令 能 量 泛 函 的 二 


阶 变 分 (8.286) REFE, WA 


8: F, -[ifs one on mien] 


车 上 式 成 立 ， 可 得 


其 中 


PB. a CEDE COR 


I K,=K=pik . 
将 (8.292) ARAG. 288) 式 ， 则 得 
pids= Ay, — Ko — Poe: 
所 以 
iim (Are Kae Pre) 
i 为 臀 纹 尖端 处 的 临界 速度 。 已 知 
2» TOZ 


(8.287) 


(8.288) 


(8.289) 


(8.290) 


(8.291) 


(8.292) 


(8.293) 


g = "m 
m | 
q =E 
" ui i 
所 以 
T. = | at [se (8.294) 
11 Lj, di RU . 


将 (8.293) 式 代入 (8.294) 式 ， 列 得 


T. E s eR Rd - (8.295) 


E : . | E 

(dL)? — (dx)?-F (dy)? + (dz): — (dui) * -- duz)? + (dus)? 
则 有 
aL =|: (2s ) (25 NET (8.296) 
将 (8,296) 式 代入 (8.295) 式 中 ， 则 得 


T, IM Ds e ey Tue. (8.297) 


f (Ae —K, = Pse )| 


方程 (8.295)》 RH (8. 2 domitis B GXEMTO 的 寿 
MHEAR Ie 

s. LIICH LIOS £r 

对 于 疲劳 裂纹 扩展 中 的 结 HH GET 的 寿命 计 算 公式 为 


No =T NiS Na 
A F。 为 上 述 公式 中 求 得 的 洛 命 入， 为 单位 时 间 内 的 循环 次 
Ns 为 报 限 德 环 次 数 。 


703. * 


$8.6 结 it 


利用 变 分 问题 描述 断裂 力学 方面 的 裂纹 扩展 问题 ， 是 一 个 可 
动 边界 的 灾 分 问题 。 
”基于 可 动 边 界 的 能 量 泛 函 的 变 分 ， 可 求 得 裂纹 扩展 时 能 晤 泛 
HHRH CE), 

基于 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 与 二 阶 变 分 ， 可 求 得 裂纹 扩展 的 稳 
定性 条 件 和 临界 条 件 。 

在 能 量 泛 函 的 一 阶 变 分 与 二 阶 变 分 为 零 的 条 件 下 ， 可 求 得 商 
ATERN, AA MHE) 的 短命 估算 公式 。 
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BOUE “模糊 因子 加 权 变 分 原理 


89.1 概 述 


9.1.1 MRR 


在 工程 结构 数值 分 析 过 程 中 ， 人 们 最 关心 的 问题 是 鲜 的 误差 
估计 、 为 求 出 不 断 改 进 解 的 精度 的 有 效 方法 ， 汉 渐 形成 了 自 适应 
有 了 腿 元 法 与 边界 元 法 [i~ 生 。 

数值 分 析 过 程 中 的 误差 可 分 为 离散 误差 、 舍 入 误差 与 数学 模 
型 误差 。 当 代 国 内 外 科学 家 研究 的 重点 是 改进 离散 误差 。 而 本 章 
的 目的 是 提供 一 种 新 的 数学 模型 ， 以 企 在 数值 分 析 过 程 中 ， 通 过 
不 断 改进 数学 模型 提高 解 的 精度 ， 以 取得 理想 的 逼近 信 。 实 En 
上 ， 各 种 杂交 元 法 就 是 为 提高 精度 ， 改 进 数学 模型 ， 而 产生 的 一 
种 有 成 效 的 方法 [5]。 不 过 ， 在 各 种 杂交 元 法 的 数 信 分 析 过 程 中 ， 
数学 模型 一 经 确定 ， 在 数 伪 分 析 过 程 中 ， 这 种 模式 就 是 不 变 的 
d 

9.1.2. 解 的 近似 性 | 

. 在 工程 结构 问题 的 求解 过 程 中 ， 由 了 于 多 种 因素 使 解 具有 近似 
性 ,也 可 以 说 , 解 的 模糊 性 〈 这 时 是 否 为 模 医 数学 中 严格 定义 的 模 
HESTES) 形成 解 的 近似 集合 〈 或 叫 解 的 合 糊 尝 合 ) 。 这 里 采 
用 模糊 数学 中 有 关 从 属 函 数 的 概念 、 思 路 和 方法 ， 建 立 模 灶 因子 
加 权 变 分 原理 ， 以 达到 提高 解 揭 精 度 的 目的 [6]。 


+ 1086 * 


9.1.8. € ik 6x A Rm 


"Eder Ben BISOUS 4-9 EE (E) 问题 可 用 不 同形 
式 的 两 个 变 分 后 题 来 描述 。 在 这 两 个 变 分 问题 中 的 变 分 约束 条 件 
与 变 分 条 件 是 相对 应 的 孔 赣 变换 的 结果 ， 其 真实 解 是 相同 的 ， 但 
近似 解 不 一 定 相 同 。 如 弹性 力学 中 的 最 小 势能 原理 与 最 小 余 能 原 
理 就 是 一 对 侦 愿 理 ， 但 其 近似 解 是 从 不 问 的 方面 通 近 真实 解 的 。 
这 里 ， 关 妃 是 利用 变 分 约束 条 件 与 变 分 条 伞 芋 道上 变换 的 方法 ， 通 
过 改进 数学 模型 ， 以 达到 在 数值 分 析 过 程 中 提高 解 的 HO B B 
的 。 

9.1.4 unay n" 

利用 模 湖 数学 中 有 关 从 属 范 数 和 变 分 数学 的 概念 、 思 路 和 方 

， 和 构造 模糊 因子 加 权 变 分 原理 中 的 泛 函 ， 并 适当 的 选取 模糊 因 
| RR 

定义 1， 一 个 物理 (工程 ) 问题 用 不 同 的 能 量 泛 函 的 变 分 器 
古来 拱 述 ， 选 取 从 努 能 函数 出 发 建立 的 能 量 泛 两 ks 53 I A RE HR 
出 发 建立 的 能 量 证 冰 U 神 造 模 贿 因 子 如 权 变 分 原理 中 前 泛 画 。 

定义 2， 选 取 烧 糊 数学 中 的 从 改 函 数 为 模糊 因 了 于 aae[roy1]， 
在 此 区 间 可 连续 取 值 。 存 数 信 计 算 过 程 中 可 由 计算 的 中 间 结 果 反 
局 ， 通 过 人 机 对 话 随 时 调整 < 值 ， 以 得 到 和 解 的 理想 返 近 信 。 

定义 5， 选取 互补 模 杭 因子 为 ° 

mi = a(x:) J (9.1) 


giS i~a(x:) 


定义 4 BR ERL-T- LECHE ZC BS EZ ER J - 


Wi-caniu-r-(1-—2a)U:i ü (9.2) 
a= lB JIfR(9.2)0 3 9 i 


Wu I : (9.3) 


*.707 。 


"Sa-oBlh, JifR(9.2)X EN 
Wi-Ut (9.4) 
其 中 f 
-Wi=>Wir Was e. W, 
TERR 4 24 AR Pk Si AE y F Ë OREL ETRAS B 85 #h 3 同 .的 匹配 
让， 可 以 形成 各 种 不 同类 型 的 模糊 因子 加 权 变 分 原理 。 


$9.2 弹性 力学 范畴 的 模糊 因子 加 权 变 分 原理 

基于 弹性 力学 的 各 类 广义 变 分 原理 中 的 广义 泛 函 ， 建 立 弹 性 
力学 范畴 中 的 模糊 因子 加 权 变 分 不 理 58]。 
9.2.1 模糊 因子 加 权 变 分 原理 I 


i. MRZE 
令 三 类 独立 变量 函数 的 势能 广义 泛 函 (4.18) 式 为 


Ke, = once - Fans ) 
V 


一 总 Ed (O ~ Aikee: )— rabat) 

(es Lus pum )]av 

- [aa = f (rist aisei£it ly Cui— ie )ds 
5 83 


(9.5) 
AUCH SERE RERUM PS BET ER (4:80) 
Us, -[ [oem - oa er 一 于 us 一 T usa) 


-i sut gi —biisiOxi )— wu (acisixi).s ts 


. 708 ° 


+ f| Cout P uds F [aestas (9.9) 
3 2 
TE MAS TZ PR 7 
W.,-—aue,T (1 —a)Uei (9.7) 
2. dot SEA ING | 
dioe. 64, wd TOC EG, H ac[o, 1], H K A 
可 连续 取 值 , 适当 选取 a 值 , EI A.T ARE AR IE Bo s 
ed Wi 为 弹性 力学 间 题 的 理想 逼近 值 。 
若 ga 二 1! 时， 则 加 权 变 分 原 建 退化 为 势能 广义 变 分 原理 ， 车 
a 二 0 时 ， 则 加 权 变 分 诛 理 退化 为 余 能 广义 变 分 原理 。 在 数值 求解 
过 程 中 ， 适 当 调 整 a 值 ， 使 解 在 起 权 喜 义 下 取得 理想 逼近 值 。 


9.2.2 模糊 因子 加 权 变 分 原理 IJ 
1. HR ZA 
当 $1 Ms — Tusco}, 则 泛 函 (9.5) 式 变 为 


s 1 
Hen -[ g unite — Pris dv 
VC 7 


- [ 5as- | 3 (g:s-- ai5xi)l Cui — Tids 
m= 35 


(9.8) 
W (anei); + Fi = 008, DWIZUR(S.0)35 02g 
Us [|| bonor oc do 
V 
十 [| ouads+ [2545 (9.9) 
sg, - 


FÆR PH 


» 709 « 


Wei-—aues t (17Za)U«, (9.10) 

2. ub Ey MEET 

dici, Eis we DAHGEARHESEE, Becpo,1], Æ IX Bj 
可 连续 取 值 ,适当 选取 a 值 ,使 泛 画 (9,10) 式 实现 驻 值 条 件 的 ois， 
E11， 3 为 弹性 力学 问题 的 理想 逼近 值 。 

在 此 原理 中 ，&es 的 变 分 约 东 条 御 为 应 变 位 移 关系 式 ? 变 分 条 
件 为 半 衡 方程 、 应 力 应 变 关 系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。Ue， 的 变 
分 约束 条 件 为 平衡 方程 ， 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 、 应 变 位 移 
关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 押 以， 应 变 位 移 关 系 式 与 平衡 方程 
Jue, Ue HAS IO RE | 


9.2.3 ”模糊 因子 加 权 变 分 原理 HT 


1. ird 
250.5(o0 5 auxitki), +P =0o08, DIE P8(Ə(9.5) AE 


zea = [| 一 去 coetrav 一 II — L (outasrer)ls |wds 
V z, 


- [5a ots] nas (9,11) 


S85 
省 bzy#lomz 一 6 一 0 时 ， 用 cs 表示 er， 刚 泛 函 (9.6) 式 变 为 
Des -= bau -utos + zj dv 

y 


+ [ost- Powast melas (9.12) 
S+ E" 
T HOME BR 239 
Weszaugea- (1—a)Ueg (9,13) 
2. 加 权 变 分 原理 下 


dieu. €, WHALER, Haco], E EKE 
,710 。 


连续 取 值 ,适当 调整 a 的 值 ,使 泛 曾 (39.13) 式 实 琐 驻 值 条 件 的 oi;， 
te, 2 为 弹性 力学 问题 的 理想 逼近 值 。 

在 此 原理 中 ，Hwos 的 变 分 约束 条 件 为 平衡 方程 变 分 条 件 为 
.应变 亿 移 关 系 式 、 永 力 应 变 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。Ues 的 
一 般 约 束 条 和 侍 为 应 力 应 变 关系 式 ! 变 分 条 人 性 为 平衡 方程 、 应 变 位 
， 移 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 平 衡 方程 与 应 力 应 变 关系 
式 为 les 与 Uss 的 互 道 变换 的 结 果 。 

9.2.4 模糊 因子 加 权 变 分 原理 IV 


1. WRZE 
当 Girzret 一 Di 一 0 时 ， 并 用 si 表示 ou. WHERE (9.5) RE 
为 


Hei - [V] asse Fan 
t2 


— ijkitk: (su quer jue )]av f 


- ] Bras— [au al (i nas (9.14) 
81 83 


Henc Y ue: Turi= 0 时 ， BeoXRuos, MAC.) 
式 变 为 | 
Uc ||| lanzas rate 
g 
~u (arser) Be) [do 
4 [oon Bouass [motas (9.15) 
$1 35 


于 是 加 权 泛 函 为 
“Tile 


Wei77adea t (13—0)Us, (9.16) 
2. 加 反 变 分 原理 了 

dion, 6g, v5 SEE Et 28, B gE [0,11, ÆRA 
TEER, xp uam, ZI (9.16) SX SCLEE 8 2 HER 
0:5» Etis Wi TTEEEZJ E E i B BR 38 B 35 18, 

TELE Bl, na 的 ~- 艇 约 末 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 ， 变 分 
条 性 为 平衡 方程、 应 变 位 移 关 系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。U。s 的 
变 分 约 东 条 件 为 应 变 位 乱 关 系 式 ， 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 瑟 力 应 
变 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， EUER NEM 
移 关 系 式 为 pe、 EITTUOER Ex 3:204 


9.2.5 ”模糊 因子 加 权 变 分 原理 V 
t. mid 


Men ur pum 0137 Asten = 0, Ht— u=), 


并 用 ei» Roa, WINS) 


sli; Qijbl£14Ek1— Pun dv 


-f P.uids (9.17) 
St 


(dirie) + Fr=0, £g —bisimki—0, oil; —Pi—0ilj, 
WE :R(9.0)5X 828 I 


Us 一 [] - $6 e | uostas (9.18) 
82 
ER A: BHD TZ d 
W.s= au. I +(l1—a)U.s (9.18) 


2. 加 冯 变 分 原理 了 
(7127 


者 cz 与 如 为 独立 变量 本 数 ， 且 cE[0,1]， 在 些 区间 可 连续 取 
fi, SNR ti [EIZIRCO.19) X SCHLEE [BAR Fo o I ug PR 
TEJ SE P9 Rt Bu p RGB YT fle 

xc WA dec SM iÉ SCR B TE u Ej RUN ARE IRM B 12 PE 29 C Rd i 
TE r (9 B UE 2 Fe 


89.3 有限 变 形 弹性 力学 范畴 的 
模糊 因子 加 权 变 分 原理 


基于 有 限 变 形 弹性 力学 中 芍 各 类 广义 变 分 原理 中 的 广义 泛 
建立 有 限 变 形 弹性 为 学 范畴 中 的 煤 糊 因子 加 权 变 分 原理 。 


Ei 


9.3.1 HB TE iud E sel 


- 加权 泛 函 
义 泛 函 (4.137) 式 为 


2G citu - Fin) 


1 í dA I 1 1 
(outi Xe uu PRI ques) 


lo (i-e 


Cif / 


Fur )b(us—üc)ds (9.20) 


趟 中 (ey) 六 (1.96) 式 。 
令 三 类 独立 变量 函数 的 休 俘 广义 泛 函 (4.202 ) 式 为 


U = [iz (i , A jy EA , » 
n1 | 5974 g ur gut gj nfi; 


pens El Qij (ess x i Hi 7 


1 i ES 2B 
yi Suet 中 十 二 refes Asc) 


(5 cos uc) „s+ Fa) do 


- JH escos Tues); —P, |usds 
SI 


- || estos uot 0i4s (9.21) 
Sa 
式 中 4 人 ep ) 为 (1.26) 式 9 Bloa ) 为 (1.29) 式 。 
TE BSUE B 
Wai—atay t (1—0)U, (3.22) 


2. 加权 变 分 原理 I 

Hoin eu, us BEAD VIE ERE. H ac [0,1]， 在 此 区 间 
RI XE SERI, 35 ERa (BC, 15 17 RC 9 22 ) 式 实现 驻 值 条 件 的 cxy， 
eu, WC f BR 2 o 88 E 73 5 BJ By EIE GE [S 

车 g= 二 1 时 ， 则 加权 变 分 原理 退化 为 有 限 变 形 弹 性 力学 的 势能 
广义 变 分 原理 ， 若 a 二 0 时 ， 则 加 权 变 分 沽 再 退化 为 有 限 变 形 弹 性 
力学 的 余 能 广义 变 分 原理 。 


9.3.2 模糊 因子 加 权 变 分 原理 J 


INE DPI. 
当 en uns qus Teius, OB 则 泛 函 (9.20》 
式 变 为 
. 114* 


me I AC) - Fyux]du || Piwds 
| 1! 


Jd: cut )(«ct us, Ob Cue ax)ds 


(9.23) 
Lí JA : i ET Alm hol N. 
(A house) Fen, Wig Co.21)9 4098 


U, = J| -&en tese queen )|s° 


I - four tu 06-8. ]usds 


31 
- [toG tua OL (ae)ds (9.24) 
82 
TERREN 
Wao =aun T (1 —a2U, (9.25) 
2. jniz3E 5r AR I 


Zio. eu, wu ÉUTÉGDUEEWES H ac [0,1]， 在 此 区 河 
可 连续 版 值 ， 适 当选 取 c 值 ,使 泛 函 (9.25) 式 实现 驻 值 条 件 的 5iyr， 
eus wA REER Fl: JJ S [B] 882 8) BR8 $B B r 48. 

在 此 原理 中 ，&ns 的 变 分 约束 条 件 为 应 变 位 移 关系 式 ， 变 分 
条 和 件 为 应 力 应 变 关 系 式 、 平 衡 方程 以 及 全 部 边界 条 件 。U。 的 变 
分 约束 条 件 为 平衡 方程 ， 变 分 条 但 为 应 力 应 变 关 系 式 、 应 变 位 移 
关系 式 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 变 位 殉 关 系 式 与 平衡 方程 为 
Bn GJU ATMA 


9.3.3 模糊 因子 加 权 变 分 原理 JI] 
1. nis i$ dh 


当 


Host?! A escas] e fene 


时 ， 则 泛 画 (9.20) 式 变 为 
Bee! rores 


-[[r.- 二 (ce zB) Su Fue) [uds 


2 
32 
(9.26) 
Ef, eoii en, UIZI(.20) 
U, Í = | |BGru) unde inu 
Tui(CouC8uis s) ),; + Fu )]ee 
-| [o5 (Gi us O0; — Bi Jurds 
81 
— [ost ot cuas (9.27) 
82? 
TRIBUI B 
W,s=egas + (1—a)Uss (9.28) 
2. 加 权 赛 分 原理 责 


医 0i1，etj，Wi 均 为 独立 变量 函数 ， 且 a&E[0,1j， 在 此 区 闻 可 
5167 


连续 取 人 ， 适 当 调 整 w 值 ， 使 滋 丙 (9.28) 式 实现 驻 值 条 件 的 aiy， 
eis, uch A RAER TEZI 2E MN BJ PE AEG Vr ELS 

在 此 原理 中 ，#ass 的 变 分 约束 条 和 外 为 平衡 方程 变 分 条 db 为 
应 力 应 变 关 系 式 、 应 变 位 移 关 系 式 以 及 全 部 边界 条 件 。U。s 的 一 
般 约 训 条 性 为 应 力 应 变 关 系 式 变 分 条 作为 开 衡 方程 、 应 变 位 移 
关系 式 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 平 衡 方程 与 应 力 应 变 关 系 式 为 
An3 与 Us 的 互 逆 变 换 的 结果 。 

9.3.4 模糊 因子 加 权 变 分 原理 IV 
1. BH 
M 

E — + = 0 

时 ， 用 et 表示 ci， 则 泛 函 (9.20) 式 变 为 

imm [ICA Fue) 


ug riarum aos d 
EC ge Zi yuen) fdv 
- || Pumas- [| 2 Gora DU (usaras 
5, 5, £ij 


(9.29) 


1 I Í 
BUT S ul 一 uni— 2 Uk, iUk,;70 


Bj, HhwxEmeus 则 泛 国 (9.21) 式 变 为 
U,,= 由 -ace+ee 人 : ud i uj, + genis) 
1 04 JA sa. E p 
Ta Up, ilik, j 26, * (oo Orr me) ie Fe) av 


* 717 ° 


-[ [o5 Âr dus i)líÍ— Po] usds 


81 
= [eu Li Beds (9.30) 
5 
TEM Z PD 
W, aus HO —a)Una (9.31) 
2. MRED AN l 


Fois es, WJA WALFER, Baec[o,t!), ÆRET 
连续 取 值 ， 适 当选 取 w 值 ， 使 泛 函 (9.31) 式 实现 驻 值 条 件 的 oa, 
eiz， 由 为 有 限 变形 弹性 力学 问题 的 理想 站 近 值 。 

ERREP, Hna 的 一般 约束 条 忻 为 应 力 应 变 关 系 式 ， 变 分 
条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 以 及 全 部 边界 条 件 。U。 的 一 - 
般 约 束 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 ， 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 序 变 
关系 式 以 及 全 部 边 办 条件。 所以， 应力 应 变 关系 式 与 应 变 位 移 关 
系 代 为 ln 与 Us 的 互 道 变换 的 结果 。 


9.8.5 模糊 因子 加 权 变 分 原理 V 


M 
etj sg s: Uji 一 E Ur ititi =0 
gGij^ JA == 
i dei; 
让 一 下 ;一 0 


时 ， 用 et; 表示 cir， 则 泛 函 (9.20) 式 变 为 - 
uas = ll LA Coi; ) — Fats Jdo 
weg 


- || Pas [38 ortus) ] o nas 
A z deij; 


* 718 ° 


(9.32) 


ei; 一 一 0， 


doi, 
2A us 
(25. (oic). f +F;£=0, 


Orl ôr us, i)li; — P0 
Hl], 3feuHoudXem, HiziR(o.21)5X7E Jy 


1 
U, | = B (Gu ) T Ur, Uk, ;01 Jav 


- [Lons (oret (8.33) 

+T BE LDC Z BR 3629 
Was=ainst(i—~a)U,s (9.34) 

2. 加 权 变 分 原理 


若 ory 与 zt 为 独立 变量 函数 ， 日 cE[0,1]， 在 此 区 间 可 连续 取 
值 ， 适 当 调 整 < 值 ， 使 泛 函 (9.21) 式 实现 驻 值 条 件 的 cj 与 公 为 有 
限 变 形 弹 性 力学 问题 的 理 爆 逼近 值 。 


89.4 塑性 形变 理论 范 酶 的 横 
糊 因 子 加 权 变 分 原理 


基于 塑性 形变 理论 的 各 类 广义 变 分 藉 理 的 广义 泛 琐 ， 构 造 塑 
性 形变 理论 范 栈 的 模糊 因子 加 权 变 分 原理 。. 
9.4.1 模糊 因子 加 权 变 分 原理 | 


i. hubs 
令 三 类 独立 变量 函数 的 势能 广义 泛 落 (4.271) 式 为 


E 1 id 2A 
Hai [iG 01421 — Piu ) 2 (os 25) 


( tu m Lus que ]-te (su 2 ) lae 
= | Pruas— | + 9i; auiieei Yl uini )ds 
81 S5 
(9.35) 
令 三 类 独立 变量 函数 的 余 能 广义 泛 函 (4t,316) 式 为 


U; = luz (su lua- iue) j 


+ on ( e—a) +u((FE)u Fi) ao 


- [(sst,- P. ) wds+ [| aiost;as (5.36) 
AJB TZ RS 
Wai-ausit (4 —0)U,1 (9.315 
XXmA(Cu)G.242)X, B(o,,)91(4.243)5N. 
2. mios p pu 


车 gif，est，Wi 均 为 独立 变量 函数 ， 上 且 aEL0;1]， 在 此 区 间 可 
连续 下 人 秆 ， 适 当选 取 a 什 ， 使 泛 函 (9.37) 式 实现 驻 值 条 件 芍 o, 
€, Wi 为 塑性 形 灾 理 论 间 题 的 理想 通 近 值 。 

车 a 二 1 时 ， 则 加 权 变 分 原理 退化 为 势能 广义 变 分 原理 ， E 
a 二 0 时 ， 则 加 权 变 分 原理 退化 为 余 能 广义 变 分 原理 。 在 数值 求解 
过 程 中 ， 适 涩 调整 a 从 ， 使 解 在 加 权 意 义 下 取得 理想 站 过 值 。 


9.4.2 模糊 因子 加 权 蛮 分 原理 II 
1. BnR iz aB 


`" 


. 120 。 


eu yun —yusi=0 
R, WPE(9.35) 3 RN 
Ha = lla (ess ) —Fiui]dv — | Pid 


S, 


EE: out 2 — (一 )ds (9.38) 


2A Tel 
(e P9 
Bj, JU IZR(9.36)2 X AE JS 
ua =a (04 )-+oueuldo 


-j (Gal — P; )uids— | secte: (9.39) 
TORNA 
WaS ata: +C —a)Ua; (9.40) 
2. MARJA I 


digi, eu, uS TREE ERE, Haclo,i], €R Ea 
连续 取 值 ,适当 选取 a 的 值 , 使 泛 函 (9.40) 式 实现 驻 值 条 件 的 ciy， 
eg» UON BB TEE EU n ELO EE AS B Vr [CS 

在 此 原理 中 ，pas 的 变 分 约克 条 件 为 应 变 位 移 关系 式 ， 变 分 
条 件 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。Us; 的 
窗 分 约束 条 件 为 平衡 方程 ， 变 分 条 件 为 应 万 应 变 关 系 式 、 应 变 位 
侈 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 变 位 移 关系 式 与 平衡 方 
Hus. UBI R ER ROAD IRL 


9.4.3 RAR mEDAR 
1. WRZE 
a aA 
! 
村 (oo 2), Pe 
时 ， 则 泛 函 (9.35) 式 变 为 


T -[- poete [òP (out 34). Juas 


1 JAN, l, 
-MisCr Juds (9.41) 
z 
=] 
2B 
301 mi 


Et, HHan en, MECO. SOREA 
TIE (01) 3 wi (ou, Pr) lav 


- [cun P. Yuids — [Vaiotjàs (9.42) 
B1 53 
TEMBR S» 
Wascapast(1—0)Uas (9.43) 
2. mi 2m REN 


diego, Si, WD BR SF KA, BHacpo,11, 在 此 区 闻 可 
连续 取 值 ,适当 调整 < 的 值 , 使 泛 函 (9.43) 式 实现 驻 值 条 件 的 ary， 
et1， 8 为 塑性 形变 理论 问题 的 理想 通 近 值 。 


9.4.4 模糊 因子 加 权 变 分 原理 IV 
. 加权 泛 函 


ls 


-1 
t3 
[o 


BA E 
gas um 
Bj, HMen, RIT B .35)2X A2 
£ * DA 1 
n [I (4 (Ei; )— Fim) Tjeu (su 3 tsi 
t 
sE usn )]dv— | Beas 
2 H 
1 


24 l; (u«— 35) ds (9.44) 


EET 
Ea 
当 
eu 一 了 ay 一 了 tr 


时 、 并 用 &ij 代 替 站 ;1， 则 泛 函 (9.36) 式 变 为 


ee: (055 JF ous tu (s ) =F, )|à» 
T I 


eg 


— [Coui P) tds 一 [ones (9,45) 
和 于 是 加 权 泛 函 为 
Wacana t (1—o)Us (9.46) 
2. 加 权 变 分 原理 


icu. 6, wp ACLARAR, BHacpo,tl, few IK fal uf 
连续 取 值 ， 适 当 调 整 < 信 ，、 使 泛 讽 (9.486) 式 实现 驻 什 条 件 的 047， 
Eiso 为 塑性 形变 理论 问题 的 理想 芝 近 值 。 

在 此 原理 中 ze 的 变 分 约 末 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 ; 变 分 条 
件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 ， 以 及 全 部 边界 条件 。Us 的 变 
分 约束 条 忻 为 应 变 位 移 关系 式 ， 变 分 条 性 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 
关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 力 卫 变 关 款式 与 应 变 位 移 
关系 式 为 ka 与 Us 的 互 道 变换 的 结果 。 

+ 123 * 


9.4.5 模糊 因子 加 权 变 分 原理 V 


T. Jof 
1 | ESS 
Eig 5 ed Min 0 
8 
加 一 -一 
s3 . d£ ë 
Ti — u= 0 


时 ， 并 用 sf 表示 dry 时， 网 泛 通 (9.35) 式 变 为 
is [|[^ em )- Fa |do- [| Penas (9-47) 


当 
JA B 
(37. ) s t Fo 
EN bud -95 
0i;1; —Pi—0 
Bf, Aone CE HR (9 SORRA 
vss= [| (oss ydyss [rostas (9.48) 
ETT DUI T) | 
Was-atast (1—o2U,5 (9.49) 
2. fümdEA DK ER Y 


车 asfy8iy 与 8 为 独立 变量 函数 ， 且 cE[0,1]， 在 此 区 间 可 x 
续 取 值 ， 适 当选 取 wx 信 ， 使 泛 函 (9.49) 式 实现 驻 值 条 件 的 005, ei; 
5jiwi S PEE SE YO IUE B 48 388 XT (CS 


e 724 * 


$9.5 ”塑性 流动 理论 范畴 的 模 
糊 因 子 加 权 变 分 原理 
基于 塑性 流动 理论 中 的 各 类 广义 变 分 原理 中 的 广义 泛 画 ， 建 
立 塑性 流动 理论 范畴 中 的 模糊 因子 加 权 变 分 原理 。 


9.5.1 IRE] T 2 JR. 2 2 ERI 


1.. Jn ih 
令 三 类 独立 变量 通 数 的 势能 广义 泛 逊 (4.375) 式 为 


zt. ONE 
en [zones p (aote) 
. (as, — jd duss) 


— as i (aou; 一 


2 


2A WM i 
atd n) | as 
1 


~ [L (o a Jt (au 一 上 ,jds 
| (9.50) 


式 中 A(deij) 为 (4.355) 式 。 
令 三 类 独立 变量 函数 的 余 能 广义 泛 应 (4.433) 式 为 


Ur, = aoe +t doi; (deii — 7 dui; 
—Ó aB) 
tdu( 405), Jav- || (ae; abi awas 
81 


* 125 * 


— amao. as (9.51) 


式 中 A(dei 站 为 (4.355) 武 ， B(doi5) H (4.356)5R. 

TEMBE AH 

W»;—auri-F(1—a)Uri (9.52) 

2. du IRR 

Zjdou, des, due fcr. Hac[o,1], EEE 
间 可 连续 下 人 值 ， 适 当选 取 c 值 ， 使 泛 函 (9.52) 式 实 现 驻 值 条 件 的 
doss，deis，dtt: 为 塑性 流动 理论 问题 药理 想 让 近 值 。 

党 ga 王 1 时 ， 于 是 加 权 变 分 原理 退化 为 塑性 流动 理论 的 势能 广 
” 义 变 分 原理 ;车 c=0 时 ， 于 是 加 权 变 分 原理 退化 为 塑性 流动 理论 
问题 的 余 能 广义 变 分 原理 。 


9.5.2. RAR Fr ETRA 

1. MEZA 

EE 
deu dus; 一 二 duyrt 一 和 


Bj, Uit :R(9.50) XXE 
p2% | å (deiz )dv — || dPidusds 
u il ; I 
- [E (aes ae JU (dui— dii; )ds (9.53) 
3A Y . 
(scies), i 
时 ， 则 泛 函 (9.51) 式 变 为 
Use [TI - 5 (ace taodes Jav 


当 


+ 726 > 


— | (aesti - ap: duds- || 0226/1525 
(9.54) 

于 是 加 权 泛 函 为 

W, =a t (1—a)Up: (9.55) 

2. 加权 变 分 原理 [1 

Fidos, den, dn HAMRE, Baco], WWE 
AIER, Etke, WE (9.55) 式 实现 驻 值 条 件 的 
dgts，det1，dut 为 塑性 流动 理论 河 题 的 理想 返 近 值 。 

在 些 原 理 中 ，pn: 的 变 分 约 来 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 ! 变 分 条 
件 为 平衡 方程 、 应 力 应 变 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。Uss 的 变 
分 约束 条件 为 平衡 方程 ; 变 分 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 、 应 变 位 移 
关系 式 ，、 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 变 位 移 关 系 式 与 平衡 方程 
为 hp 与 ss 的 互 逆 变换 的 结果 。 


9.5.3 裤 糊 因子 加 权 变 分 原理 Ji 


1. WRZE 
x 


1 [ao + 
RI, WU (9.50) E 


e [- ; dede dv 一 Jlar 


81 


Ter ia 


C Ju Jausas 


Bu 2) 


=L: 
2 
H " 
-fx do. A Ju az«)às (9.56) 


2 


0219 


DBB(doiy) 一 
deu @(do:;) a 


了 时， 并 用 dowjy 人 代替 dess， 划 泛 通 (9.51) 式 变 为 
Us, = llrs (da;;) + dui(doi;, 7)]dv 


- | (aot; 7a quas - || azidosstsas (8.51) 
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于 是 吉 权 泛 函 为 

f Wsscausst (0 —a)Uss (9.58) 

2， 加 入 变 分 原理 下 | 

Sidon, des, dub] X LAE, Ha€[0;11,; EREK 
[Hn ERR EHE, Td (9.58) 式 实现 驻 值 条 件 的 
dor, deu, duc ZTEL 6 I) 88 BJ TR 8 Mr (B, I 

在 此 原理 中 ，wzs 的 变 分 约束 条 件 为 平衡 方程 ; 变 分 条 件 为 
应 力 应 变 关系 式 、 应 变 位 移 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。Uss 的 
一 般 约 来 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 ， 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 
移 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 半 衔 方 程 与 应 力 应变 关 系 
式 为 ws 与 Uzs 的 互 逆 变换 的 结果 。 


9.5.4 ”模糊 因子 加 权 变 分 原理 IV 
1. defi 


lik 


gA = 
(dei) Sure p 
Bj, JfH)de; [CAE dois, WIZIR(O.S0) X AED 


ze __ Ax -1 
Hpi -f[4 (de) 355; de 5 dus, 


-4 duz.: JI do— [aP aude 
ag. 


| aci EN L (dui — dii)ds (8.59) 


* 1 
sz Es. ¿— 1: mS 
dei; EE z duni 0 
BF, Hide XE duns, MZC. 51ER 


d ls (doi) )+tdouden Edu (455). Jav 


Jae Po dua [andotas (9.60) 


— 85 
W;,—aüsit(1—a)Us. (9.61) 
2. 加权 变 分 原理 下 


范 doiy，deij，dt 殉 为 独立 变量 函数 ， 且 acE[0:,1]， 在 此 区 
闻 训 连续 取 值 ， 适 当 调 整 w 值 ， 使 泛 冰 《9.61) 式 实现 驻 值 条 件 的 
doi, dsiy，dat 为 塑 省 流动 理论 问题 的 全 想 逼近 值 。 

在 此 原理 中 ，&ps 的 一 般 约 束 条 件 为 应 力 应 变 关系 式 ! 变 分 
条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 关 系 式 ， 以 及 企 部 边界 条 件 。U: 的 
变 分 约束 条 件 为 应 变 位 移 关 系 式 ， 变 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 力 应 
变 美 系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 力 应 变 关系 式 与 应 变 位 
移 头 系 式 为 8p2 与 Ups 的 互 递 变 换 的 结果 | 


9.5.5 模糊 因子 加 权 变 分 原理 V 


1. 加 权 泛 函 
当 


1 
des — duns 一 34 H; i= 0 


JA 
dei 3(dei;) 


. 729 + 


di 一 日 天 一 0 
时 ， 并 用 det; 表 未 dci 时 ， 则 泛 琐 (9.50) 式 变 为 


u, s= [| Aldess dv= [| aPiawas | (9.62) 
V 31 


doiy, fy 一 人 0 


déi; 一 0 


BH. 一 

d(doi) 
do il; dP =0 

Hj, JfHidou kmde WZ iR (9.51)5 N08 3j 


U»=[] B(doi; jav | amdosstsas (9.63) 
y 82 
TE DIBLIZ 18/2 
Wis-—atps-c (1—a)U»s (9.64) 
2. WE A IRS V 


若 do4s 与 dwt 为 独立 变 景 函 数 ， 且 ac [0,1j， 在 此 区 间 可 连 
续 取 值 ， 适 当 调整 < 值 ， 使 泛 函 (9.64) 式 实现 驻 值 条 件 的 do c 5 
dws 为 塑性 流动 理论 问题 的 理想 逼近 值 。 

这 一 节 中 的 四 类 方程 皆 为 函数 的 增 量 关系 ， 在 论述 过 程 中 为 
了 方便 ， 把 增 量 二 字 省 去 。 


59.6 里 变 理论 范畴 的 模糊 
因子 加 权 变 分 原理 


基于 蜂 变 流动 理论 中 的 各 类 广义 变 分 原理 中 的 广义 泛 泡 ， 建 
立 峰 必 流动 理论 范 财 中 的 模 贿 因 耶 加 权 变 分 原理 。 
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9.6.1 模糊 因子 加 权 变 分 原理 [ 
|. MRZE 


令 二 类 独立 变量 函数 的 势能 广义 泛 函 (4.490) 式 为 

ito =f m of bu 7 Pi) 

cim (ot u2g CH)88 (es que ,一 lus) 
+ -ij 《494 一 —2g(H)ëš:; )]do 一 f Pas 


i |a üi—ài )ds (9.65) 


2: 3638329 Bt iñ 3k B A 能 广义 泛 也 (4.548) 式 为 
D. Ds 
— e, "1 aL fe.) 
MEET 2 
Hal 29(H)es Jas + Fi) do 


- [oun P ards- alas (9.66) 
81 Em 


90; jh + iu ot (eu ao Due) 


Te BLUE BR ON 


W. =a. i4 (1—a)U,1 
2. jai GET 


(9.67) 
46045. éd, Et 均 为 独立 变节 函数 ， 且 wuE[0,1], 在 此 区 间 可 
连续 取 值 ， 适 当选 取 z 值 ， 使 泛 允 (9.67) 式 实现 驻 值 条 件 的 of ;, 
éiss 业 为 稳定 端 变 流动 理论 问题 的 理 租 允 近 值 。 

若 g 二 1 时 ， 则 加 权 变 分 原型 退化 为 势能 广义 变 分 原理; 3 


Fi 
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a 二 0 时 ， 则 加 权 变 分 原理 退化 为 余 能 广义 变 分 原音。 在 数值 求解 
过 程 中 ,适当 调 怠 g 信 ， 使 解 在 加 权 意 义 下 取得 理想 允 近 值 。 
9,6.2 模糊 因子 加 权 变 分 原理 [I 
1. 3E ER 
SE ES DAMIEN 
时 ， Wii? R (9.65) ode 7t 
u=] 1 ;29 (H6 Fui )do 
Jii 
1 
Nes; pp” 
+2ug(H)ë;; ) Cii —dc)ds (9.68) 
M 
(2g(H)8 Js LF =o 
时 ， 则 泛 函 (9.66) 式 变 为 
U sm Lotte rt sy LfCT)atsots [do 


Jsp Jards- [oct (9.69) 


1 82 
于 是 加 权 泛 函 为 

W.,,=ah Í + (1—a)U,, (9.70) 
2. 加权 变 分 原理 了 


ojj dus 8 的 为 独立 变量 函数 ， 且 gE [0,1]， 在 此 区 间 
可 连 绕 了 取信， 适当 选取 a 值 ,使 泛 函 (9.70) 式 实现 驻 代 条 件 的 cs3， 
8&if， 辫 :为 稳定 晴 变 流动 理论 问题 的 理想 带 近 值 。 
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ERREP, Per 的 变 分 约束 条 件 为 应 变 位 移 速 度 关系 式 ， 
迹 分 条 件 为 平衡 方 洽 、 应 力 应 变速 度 关 系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 
Les 的 变 分 约束 条 侍 为 平衡 方程 变 分 条 件 为 应 力 应 变速 度 关系 
式 、 应 灾 位 移 逐 度 关 系 式 ， 以 及 伞 部 边界 条 件 。 所以， 应 变 位 移 
关系 式 与 平衡 方程 为 kss 与 Ues 的 互 逆 变换 的 结果 。 


9.6.3 RMA 2 uk 2 R III 


l. WRZE 
当 


yis Go Etna (Dens Js +P, =0 
Bj. WERO. Ue 


Ë p 13 29 -Grakis t TFE 29H tutula» 


- [P rpg ree jl Jasas 


d m (nt ug Heu) Cas)ds (9.11) 


E 
Bj, Aei siaran Mi 9.66) 趟 变 为 
"由 Fa MO )e1;oi aou Fo) do 


-[en-n )ü:ids— Mirowstsas (9.72) 
52 
TRIBU A 73 
Wes-aucst (13—2a)U,, (9.73) 
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2， 加 权 变 分 原理 I1I 

Fol £u, 4D RACER AK, Hac [0,1], ÆREN 
P ERRUA, XE UDBD€E afi WEA (9.73) 式 实现 驻 值 条 件 的 
Oigo Big. WARRE BU Dc BEY aj LIA PR 3 E Jr fH e 

(EM iD, uos ESAR VAT EAR TEN 
应 为 应 变速 虐 关 系 式 、 应 变 位 移 速 度 关系 式 , 以 及 全 部 边界 条 件 。 
Uss 的 一 般 约 东 条 忻 为 应 力 应 变 可 度 关系 式 ， 变 分 条 件 为 平衡 方 
程 、 应 变 位 移 速 度 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 平 衡 方程 
iO fr kuk HEX 3X ue JU, sa 的 互 着 变换 的 结果 。 


9.6.4 模糊 因子 加 权 变 分 原理 IV 
1. hn s 


M. 


~ 


011—2g(H)81,—0 
并 用 zi 代替 afy， 则 泛 表 (9.65) 式 变 为 


Head =f iFa —2g(H)2:;81; — Piti 


= 


—2g(H)à;; (es + tf I p JJa» 


| | 2g(H)éisls(ai~ii)ds (3.74) 


32 


biiinn 0 
3EHec in DU i-i 66) EJ 
vac [otra PITE 5 (D)otet, 


+à ((29(H)ë:; ESI 


F 
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= [Cornt—=Pitsas- Nicwtsas (9.75) 
85 
于 是 加 权 泛 函 为 
Waa =a H (0 —2)U, 4 (8.76) 
2. $aix35 43 RE V 
Zoi;, bo. in 39h 3 FEL, Elo [0.1] EP isla 
XE PX NU E, 适 : 调整 x 值 ， fiie. 76) 式 实现 此 值 条 件 的 af 
diss 让 为 稳定 旺 灾 流动 埋 论 问题 的 理想 妈 近 植 。 
ERAP, uo. 的 变 分 约束 条 件 为 应 力度 变速 度 关 系 式 } 
寥 分 条 件 为 平衡 方程 、 应 变 位 移 速 度 关系 式 , 以 及 全 部 边界 条 件 。 
Usa 的 变 分 约 东 条件 为 应 变 位 移 建 虚 关 系 式 ;， 变 分 条 侍 为 平衡 方 
程 、 应 为 应 变速 度 关系 式 ， 以 及 全 部 边界 条 件 。 所 以 ， 应 力 雇 变 
速度 关系 式 与 应 变 位 移 速 度 关 系 式 为 Kosti U, ez aia yaoi 
Ro 


9.6.5 模糊 因子 加 和 权 蛮 分 原理 W 


1. 0422 as 
当 
i au iic L 0, =0 
gl j—2g(H)é | =0 
didi 
HRe, MEAO. RE ` 
cs = z. i 29 (H tutu Fins ao 


- J| Pas (3.11) 
Si ` I 


a 735 ° 


84— ZFT) =0 


(2g(H)àu ) Fici + Fi=0 


aijl;—Pi-—0 


BJ, jEF oí (Eee M IZ P8 (0.66) TER 


Us= Toso la 
y 


i 一 aspas (9.78) 
于 是 训 权 泛 函 为 
W.s-aucs-F(1—a)U, š (8.79) 
2， 加 权 变 分 原理 V . 


# CVPICUITRPETERETR ERU (Ue B. ac [0,17], 在 此 区 
闻 可 连续 到 值 ， 适 当选 取 e f. ERA (0.79) 式 实现 驻 值 条 性 
的 ci ysiy 和 2 为 稳定 晴朗 流 驶 理论 问题 的 理想 通 近 值 。 


8$9.7 # ib 


采用 模糊 数学 中 的 有 关 从 属 函数 与 变 分 方法 中 的 对 倡 原理 的 
宏 念 、 思 路 与 方法 ， 建 立 了 神 糊 因子 加 权 变 分 原理 。 

在 数值 计算 过 程 中 ， 不 同 的 数 党 模型 产生 不 同 的 误 益 ， 基 于 
噶 糊 男子 如 权 变 分 原理 ， 把 不 同 的 数学 模型 集 于 一 式 之 中 ， 通 过 
适当 调整 模糊 因子 改进 数学 模型 ， 达 到 提高 解 的 精度 的 目的 。 在 
一 定 精 度 条 件 下 ， 可 达到 加 速 收 伍 的 效果 。 

模糊 因子 在 数值 计算 过 程 中 ， 可 通过 人 机 对 话 系 统 ， 根 据 计 
算 结 果 的 信息 反馈 ， 实 时 调整 模糊 因子 ， 以 取得 理想 遍 近 值 。 

加 权 变 分 原理 给 出 了 痰 分 原理 的 最 广泛 的 彤 式 统一 十 同一 公 
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式 之 中 ， 对 于 编制 大 型 通用 程序 系统 是 很 有 用 的 理论 基础。 
模糊 因 子 的 理论 分 析 ， 有 待 于 进一步 探讨 。 


参考 文 献 

t Babuska I, Rheinboldt W C, A Posteriori error osti- 
mates for the finite element method, Int, J, Num, 
Meth Eng, 12, 1597-1615, 1978 | 

2 De J P, Gago S R, A posteriori error analysis and 
adaptivity for the finite element method, ph, D, 
thesis, University of Wales, 1982 : 

3 VAS O C, ERK, WP HEB 与 近似 方法 . jk 
京 ， 人 民 交 通 出 版 社 ，1989 

4 RRR, 边界 元 数学 理论 的 某 些 新 发 展 ， 第 一 届 全 国 解析 与 数 俏 线 
合法 会 议 沦 文集 湖南 ， 潮 南大 学 出 版 社 ，1989 

5 Pian T H H, Tong P. Basis of finite element method 
for solid continua, International Journalfor Num- 
erical Methods in Engineering, 1969, 1(1) 

6 浅 居 喜 代 治 等 著 ! 赵 演 怀 译 ， 模 糊 系 统 理 沦 入 门 . 北京， 北京 师范 
大 学 出 版 社 ，1982 

7 Courant R, Hilbert PD， 数学 物理 方法 I( 中 译本 )， 北 京 ; 北京 
科学 出 版 社 ，1958 

8 HJ, bh. REE d itkdk 508 — BUS ESL bons y J 
EË. 北京 工业 大 学 学 报 ，1991，17(2) 


° 737 * 


MUERE Malt ———— — a r á——— 


